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Recenzja rozprawy doktorskiej Pani Agaty Krzywickiej pt.
“Pair condensation in the Bose-Hubbard model: a path integral analysis”

Rozprawa doktorska Pani Agaty Krzywickiej zostala przygotowana pod opieka
dr. hab. Tomasza Polaka, profesora UAM. Zawiera ona teoretyczng analize¢ ciekawego i bardzo
oryginalnego zagadnienia, ktdre zostalo precyzyjnie sformulowane juz w pierwszym akapicie
rozprawy. Autorka bada uktady oddziatujacych bozondéw, w ktérych istniejg korelacje parujace lub
oddziatywania prowadzace do tworzenia si¢ par bozonow. Pary bozondéw moga podlegaé
kondensacji Bosego-Einsteina podobnie jak ma to miejsce w przypadku niesparowanych czastek. W
efekcie mozemy mie¢ do czynienia z sytuacja, gdy kondensat par wspolistnieje z kondensatem
niesparowanych czgstek. Przedmiotem rozprawy jest matematyczny opis takiej sytuacji w ramach
formalizmu catek po trajektoriach. Autorka uzyskata cieckawe wyniki ilo§ciowe w drodze obliczen
analitycznych przy minimalnym wykorzystaniu obliczen numerycznych, co jest bardzo cennym,
lecz coraz rzadziej spotykanym podejsciem w badaniach ukladoéw silnie oddziatujacych czastek
kwantowych.

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim, zawiera pi¢¢ rozdzialow oraz cztery dodatki.
Poniewaz formalizm stosowany w rozprawie jest do$¢ ztozony, Autorka podjeta probe oddzielenia
najwazniejszych wynikéw fizycznych, ktére sa3 omdéwione w gldwnej czeSci rozprawy, od
formalnych obliczen analitycznych, ktore zostaly przedstawione w dodatkach. Z catg pewnosScia
oddzielenie formalizmu od wynikéw bylo sporym wyzwaniem, lecz nie jestem do konca
przekonany, ze byl to najlepszy wybor. Gtowna czes¢ rozprawy zawiera stosunkowo duzo wzorow,
ktorych pochodzenie trudno jest zrozumie¢ bez przesledzenia obliczen prezentowanych w
dodatkach. Moim zdaniem znacznie tatwiejsze jest czytanie dodatkow, ktore zawierajg kompletny
opis rozumowania. Podobne odczucie mam takze w stosunku do streszczenia umieszczonego na
poczatku rozprawy. Zawiera ono pojecia, ktore stajg si¢ zrozumiale dla czytelnika dopiero po
przeczytaniu rozprawy, nie wczesniej, np correlation-based pairing, interaction-based pairing,
density-induced tunneling. Pomimo tych niedogodnos$ci zainteresowany czytelnik moze znalez¢ w
rozprawie szczegoOly dotyczace prezentowanych obliczen.

Rozprawa jest powigzana z pigcioma dwuautorskimi pracami, ktore Autorka rozprawy
przygotowata wspolnie ze swoim promotorem, i1 ktére zostalty wymienione w dodatku E
zatytutowanym Related publications. Trzy sposrod tych prac zostaty opublikowane odpowiednio w



Annals of Physics (2022 t.), Journal of Magnetism and Magnetic Materials (2022 r.) oraz w Acta
Physica Polonica A (2023 r.). Niestety ostatnia z prac wymienionych w tym dodatku nie jest
dostgpna ani we wersji drukowanej, ani w wersji elektronicznej. W trakcie omawiania wynikéw
rozprawy Autorka odnosi si¢ bezposrednio jedynie do pierwszej z ww. prac, natomiast zwigzek
pozostatych prac w wynikami rozprawy nie zostat precyzyjnie okreslony.

Pierwszy rozdzial rozprawy jest wstepem, w ktérym bardzo wyraznie wskazane zostaty cel
rozprawy oraz analizowane problemy. Kolejne rozdzialy udzielaja odpowiedzi na pytania
postawione we wstepie. Pierwszy rozdzial zawiera takze omoéwienie struktury rozprawy oraz
wprowadza model Bose-Hubbarda. Podano rowniez precyzyjne i przekonujace uzasadnienie dla
wprowadzenia dodatkowego wyrazu w hamiltonianie, ktory nazwany zostat density-induced
tunneling (DIT), 1 ktéremu poswigcona jest znaczna cze$¢ rozprawy. Dalsza czgs$¢ pierwszego
rozdziatu zawiera krotkie omowienie modeli i przyblizen, ktére sa wykorzystywane w rozprawie.
Taka struktura wyraznie oddziela wyniki innych badaczy od oryginalnych wynikow Autorki, ktore
zostaly prezentowane w kolejnych rozdziatach. Jednak omowienie to jest moim zdaniem zbyt
krotkie 1 wiele istotnych aspektow nie zostalo precyzyjnie okre§lonych, np.:

- z niejasnych dla mnie powodéw w réwnaniu (1.2) wprowadzono jawng zalezno$¢ hamiltonianu od
czasu, ktora nie wystepuje we wczesniejszych ani w pdzniej omawianych rownaniach,

- w rownaniu (1.10) calke przeskoku oznaczono innym symbolem niz w roéwnaniu (1.1),

- rysunek (1.2) prezentuje diagram fazowy jednak nie precyzuje, gdzie poszczegdlne fazy
wystepuja,

- symbol “z”, ktéry najprawdopodobniej oznacza liczbe sgsiednich weztdéw, i ktory po raz pierwszy
pojawia si¢ ponizej rownania (1.27), nie zostal wyjasniony,

- rownania (1.43) 1 (1.47) zawierajg szereg symboli, ktoérych znaczenia mozna si¢ jedynie domyslac,
- w rownaniach (1.37) 1 (1.38) wprowadzono parametry porzadku, nie precyzujac o jakie
uporzadkowanie chodzi.

Tak duza liczba usterek technicznych 1 niejasnosci we wstepnej czesci rozprawy zdecydowanie nie
utatwia jej czytania.

Kolejne rozdziaty rozprawy prezentuja oryginalne wyniki Autorki. Kazdy z tych rozdziatlow
konczy si¢ krotkim omowieniem, ktore trafnie podsumowuje najwazniejsze wyniki rozdziatu i ich
znaczenie. W rozdziale drugim badany jest wptyw skorelowanego przeskoku (DIT) na kondensacj¢
sparowanych 1 niesparowanych bozondéw, przy czym obliczenia zostaly przeprowadzone dla
przypadku niezerowej temperatury. Moim zdaniem, najwazniejszy wynik tej cze$ci rozprawy
dotyczy mapowania modelu Bose-Hubbarda ze skorelowanym przeskokiem (DIT) na kwantowy
model fazowy (quantum phase model) rozszerzony o wyraz opisujacy kondensacje par bozonow.
Podane zostaly jawne wyrazenia laczace parametry obu modeli. Uzyskanie wynikow ilo§ciowych
wymagato ostatecznie zastosowania przyblizenia $redniego pola. Wyniki zaprezentowane na
rysunkach 2.1 oraz 2.2 pokazuja temperaturowe zaleznosci parametrow porzadku, ciepta
wlasciwego 1 entropii. Zaktadam, Ze prezentowana jest entropia podzielona przez liczbe weztow
sieci, ale nie mam takiej pewnosci. Nie zostala tez podana geometria uktadu, dla ktérego
zaprezentowano wyniki. Nie znalazlem tez jednoznacznego stwierdzenia, ze geometria nie wptywa
na prezentowane wyniki ilosciowe. Umieszczony w rozprawie opis wynikow jest kopig opisu z
publikacji Autorki, co zostalo wyraznie zaznaczone w rozprawie, jednak budzi to u czytelnika



pewien niedosyt. Przedstawione w tym rozdziale wyniki pokazuja, Zze skorelowany przeskok (DIT)
moze stabilizowa¢ zar6wno kondensat sparowanych bozonéw, jak i kondensat niesparowanych
czastek zwigkszajac temperatury, w ktorych pojawiaja si¢ obie fazy. Co ciekawe, kondensat par
bozonow wystepuje w szerszym zakresie parametréw modelu i temperatur niz ma to miejsce w
przypadku kondensatu niesparowanych bozondw.

W rozdziale trzecim badany jest dyssypatywny wklad do dziatania, ktory pojawia si¢ w
modelu Bose-Hubbarda rozszerzonym o skorelowany przeskok (DIT). Wystepowanie tego typu
wkladoéw jest oczekiwane w uktadach otwartych, ktére oddziatuja z otoczeniem. W modelu
analizowanym w rozprawie analogiczny wktad pojawia si¢ w sposob naturalny bez koniecznosci
wyodrebniania poduktadu, ktéory odgrywalby rolg termostatu. Obecno$¢ tego typu wkladow w
opisie uktadow zamknietych jest raczej nietypowe. Autorka podaje jednak ciekawg interpretacje:
wyprowadzony model ma bardzo zblizona lecz nieidentyczna strukture jak model, w ktorym
kondensat par odgrywa rol¢ otoczenia dla kondensatu niesparowanych bozondw. Ostatnia czes$¢
trzeciego rozdzialu zawiera poréwnanie wynikOw numerycznych uzyskanych dla obu tych modeli.
Opisany w trzecim rozdziale dyssypatywny wktad do dziatania jest ciekawy, nieintuicyjny i z
pewnoscig warto jest poswieci¢ mu wiecej uwagi w trakcie przysztych badan. W szczegolnosci
istotne pytanie dotyczy tego, w jakiej klasie przyblizen tego typu wktad si¢ pojawia. Odnoszac si¢
do pewnych usterek technicznych w tym rozdziale, chcialbym stwierdzi¢, ze nie rozumiem
uproszczonego zapisu zastosowanego w réwnaniu (3.24) ani znaczenia indeksoéw uzytych po lewej
stronie rownan (3.32) 1 (3.33).

Czwarty rozdziat rozprawy zawiera analiz¢ kondensacji par bozonow w modelu Bosego-
Hubbarda bez uwzglednienia skorelowanego przeskoku (DIT). Autorka pokazuje, ze rowniez ten
model mozna sprowadzi¢ do rozszerzonego kwantowego model fazowego, jednak nalezy
zastosowac inne przyblizenie niz miato to miejsce w drugim rozdziale rozprawy, w ktorym
uwzgledniony by skorelowany przeskok (DIT). PrzybliZzenie to polega na przedstawieniu funkcji
Greena jako sumy dwoch sktadowych opisanych rownaniami (4.9) 1 (4.10). Nie jest dla mnie
oczywiste, czy to przyblizenie jest jedynie fenomenologicznym podejsciem, ktére prowadzi do
oczekiwanego efektywnego modelu, czy mozna go uzasadni¢ rowniez bardziej formalnie. Autorka
wyraznie rozréznia parowanie bozondw w modelu ze skorelowanym przeskokiem bozonéw (DIT),
ktore nazywa interaction-based pairing, od parowania w modelu bez DIT, ktore nazywa
correlation-based pairing. Warto byloby nieco doktadniej uzasadni¢ taka terminologie, gdyz oba
badane modele opisujg uktady oddzialujacych bozonéow, w ktoérych wystepuja korelacje
wielociatowe. W szczego6lnosci nie jest dla mnie oczywiste, czy roéznice pomiedzy interaction-
based pairing oraz correlation-based pairing dotycza badanych modeli czy przyblizen
zastosowanych do ich analizy.

Ostatni rozdziat zawiera ciekawe poroéwnanie obu mechanizméw parujacych:
interaction-based oraz correlation-based. Mechanizmy te opisywane sa3 w ramach tego samego
modelu efektywnego, jednak odpowiadajag im inne warto$ci parametrow modelu. Wykorzystujac
samozgodne przyblizenie harmoniczne uzyskano wyniki iloSciowe dla parowania typu
interaction-based oraz correlation-based. Najciekawsze moim zdaniem wyniki zostaly
przedstawione na rysunkach 5.2 oraz 5.4. Pokazuja one temperaturowe zalezno$ci parametrow



porzadku oraz ciepta wlasciwego. Dla niewielkich warto$ci energii skorelowanego przeskoku (Jpip)
wyniki uzyskane dla obu mechanizméw parowania wydaja si¢ by¢ bardzo zblizone, jednak przy
wigkszych wartoéciach Jpip temperatury krytyczne dla parowania typu interaction-based staja si¢
zdecydowania wigksze. Kondensat par bozonéw wystepuje w wezszym zakresie temperatur niz
kondensat niesparowanych bozonoéw, a wiec odwrotnie niz to miato miejsce w rozwazaniach
zaprezentowanych w rozdziale drugim. Mozna zatem stwierdzi¢, ze wynik ten zalezy od
zastosowanych przyblizen. W podsumowaniu rozdzialu pigtego znajdujemy stwierdzenie, ze
zachowanie bozondéw nie zalezy od spinu tak silnie jak ma to miejsce w przypadku fermionow.
Analogiczne stwierdzenie bylo uzyte wczesniej w rozdziale drugim. Jest to do$¢ ogolne
stwierdzenie 1 nie jest jasne do jakiego zachowania bozonow si¢ odnosi.

Sporym zaskoczeniem jest brak formalnego zakonczenia, ktére podsumowatoby
najwazniejsze wyniki calej rozprawy oraz omowito ich znaczenie w szerszym kontekScie
prowadzonych obecnie badan, np. dotyczacych ultrazimnych gazoéw. Takiego omoéwienia nie
zawiera ani wstep (badz zawiera go w stosunkowo waskim zakresie), ani krotkie podsumowania
konczace poszczegdlne rozdziaty. Mozna przypuszczaé, ze rozdzial piaty stanowi pewnego rodzaju
podsumowanie rozprawy, gdyz poswiecony jest porownaniu wynikdw omawianych w rozdziatach
drugim i czwartym. Jednak taka interpretacja rozdziatu pigtego nie zostata jednoznacznie wskazana
w rozprawie ani nie wynika z jej struktury.

Uwazam, rozprawa doktorska Pani Agaty Krzywickiej prezentuje ciekawe i oryginalne
badania teoretyczne przeprowadzone w ramach modelu Hubbarda, ktoére dotycza wspolistnienia
kondensatu par bozondéw oraz kondensatu niesparowanych bozonow. Autorka uzyskata istotne
wyniki iloSciowe w drodze obliczen analitycznych przy minimalnym wykorzystaniu obliczen
numerycznych. W mojej ocenie rozprawa doktorska Pani Agaty Krzywickiej speinia wszystkie
kryteria wymienione w Ustawie Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce. Z tego powodu wnioskuje
o0 przyjecie rozprawy i dopuszczenie jej Autorki do dalszych etapoéw przewodu doktorskiego.
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