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Oswiadczenie

Ja nizej podpisana Dorota Jeziorek-Kniota, doktorantka Wydziatu Fizyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu o$wiadczam, ze przedktadang prace
doktorska pt. "Zbadanie niecigglych przemian fazowych w ztozonych spinowych uktadach
sieciowych przy pomocy eksperymentow komputerowych: trojwymiarowy model Ashkina-
Tellera" napisatam samodzielnie. Oznacza to, ze przy pisaniu pracy, poza niezbednymi
konsultacjami, nie korzystaltam z pomocy innych 0s6b, w szczegdlnosci nie zlecitam
opracowania rozprawy lub jej istotnych czg$ci innym osobom, ani nie odpisywatam tej
rozprawy lub jej istotnych cz¢sci od innych osob.

Réwnoczesnie wyrazam zgode na to, ze gdyby powyzsze oswiadczenie okazato si¢

nieprawdziwe, decyzja o wydaniu dyplomu zostanie cofnigta.



Streszczenie

Eksperyment komputerowy Monte Carlo (MC) do analizy przemian fazowych
pierwszego rodzaju sterowanych temperaturg w ukladzie z trzema niezaleznie zachowujgcymi
si¢ parametrami porzadku przedstawiono na przykladzie trojwymiarowego (3W) modelu
Ashkina-Tellera (AT), jednego z waznych ukladéw odniesienia w fizyce statystycznej
pokazujacego bogaty 1 zlozony diagram fazowy. Wykorzystywane sg wtasciwosci wielkosci,
takich jak namagnesowanie, trzy rdézne typy kumulant, energia wewngtrzna i jej histogram.
Te eksperymenty z powodzeniem mogg by¢ stosowane w analizie temperaturowych przemian
fazowych pierwszego rodzaju w ukladach ze stopniami swobody typu Isinga nie tylko
z jednym niezaleznym parametrem porzadku, ale takze w zlozonych uktadach o wielu
parametrach porzadku pokazujacych indywidualne uporzadkowanie, jak w modelu AT.
Koncepcja Lee i Kosterlitza zaproponowana dla silnych przemian fazowych pierwszego
rodzaju w uktadach z jednym niezaleznym parametrem porzadku jest istotnie rozszerzona,
aby uzyska¢ wyniki z poréwnywalnymi stupkami niepewnosci w rozsagdnych czasach
obliczen przy dowolnej iloSci ciepta przemiany. Zaproponowany komputerowy eksperyment
MC wykorzystuje przetwarzanie réwnolegle i algorytm Metropolisa, jednak Wojtkowiak
i Musial sprawdzili poprawno$¢ moich wynikOw uzywajagc swojego niedawno
skonstruowanego algorytmu Klastrowego typu Wolffa. Badane sg przemiany fazowe
pierwszego rodzaju dowolnie stabe do silnych w obszarze diagramu fazowego
z oddzialywaniami ferromagnetycznymi, a cieplo przemiany jest dokladnie obliczane nie
tylko dla catego ukiadu, ale wyznaczono wklady zwigzane z poszczegdlnymi stopniami
swobody. Duzo uwagi poswigcono doborowi formut skalowania wynikow uzyskanych dla
uktadéw o skonczonych rozmiarach do granicy termodynamicznej, ktore przedyskutowano na
tle wielu prac zrodlowych. W pracy po raz pierwszy wskazano role punktu Pottsa w 3W
modelu AT. Stwierdzono, ze punkt bifurkacji nie jest punktem trojkrytycznym, jak donosity
wczesniejsze prace, a takze udokladniono potozenia punktu bifurkacji i punktow
trojkrytycznych.

Praca zawiera propozycje¢ eksperymentu komputerowego, ktdry mozna
przeprowadzi¢ w ramach wykorzystania technologii informacyjnych w nauczaniu dzieci
I mlodziezy. Opracowana w tym celu aplikacja, nazwana Ciggle przemiany fazowe,
wykorzystuje ideowo prosty model Isinga do badania i wizualizacji zachowania uktadu

W obszarze ciaglych przemian fazowych w skali mikroskopowej. Program mozna



potraktowa¢ jako mikroskop, ktéory demonstruje zachowanie si¢ spinéow, kluczowych
elementow do zrozumienia istoty magnetyzmu, a takze daje wglad w istot¢ i mechanizm

cigglej przemiany fazowej typu porzadek-nieporzadek.



Abstract

The Monte Carlo (MC) computer experiment for the analysis of first-order temperature-driven
phase transitions in a system with three independently behaving order parameters is presented
on the example of the three-dimensional (3D) Ashkin-Teller (AT) model, one of the important
reference systems in statistical physics showing the rich and complex phase diagram. The
properties of number of quantities, such as magnetization, three different types of cumulants,
the internal energy, and its histogram, are exploited. These experiments can be successfully
used in the analysis of first-order temperature-driven phase transitions not only in systems
with degrees of freedom of the Ising type with one independent order parameter, but also in
complex systems with many order parameters showing individual ordering, as in the AT
model. The Lee and Kosterlitz concept proposed for strong first-order phase transitions in
systems with one independent order parameter is significantly expanded to obtain the results
with comparable error bars in reasonable computation times at arbitrary amount of latent heat.
The proposed MC computer experiment uses parallel processing and the Metropolis
algorithm, but Wojtkowiak and Musial validated my results using their recently constructed
Wolff-type cluster algorithm. Arbitrarily weak to strong first-order phase transitions in the
phase diagram region with ferromagnetic interactions are investigated and the latent heat
associated with individual degrees of freedom is carefully computed. Much attention was paid
to the selection of the formulas for scaling the results obtained for systems with finite sizes to
the thermodynamic limit, which were discussed in the context of many source papers. The
paper shows for the first time the role of the Potts point in the 3D AT model. It was found that
the bifurcation point is not a tri-critical point, as reported in previous papers, and the positions
of the bifurcation point and tricritical points were refined.

The work contains a proposal of a computer experiment that can be carried out as
part of the use of information technology in teaching children and adolescents. The
application developed for this purpose, called Continuous phase transitions, uses the
ideologically simple Ising model to study and visualize the behavior of the system in the
region of continuous phase transitions on a microscopic scale. The program can be viewed as
a microscope that demonstrates the behavior of spins, the key elements for understanding the
essence of magnetism, and also gives an insight into the essence and mechanism of the

continuous phase transition of the order-disorder type.
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Wstep

Zjawiska fizyczne rzadzace §wiatem przyrody sg bardzo zlozone i wigkszo$¢ z nich
mozna opisa¢ za pomocg odpowiednich rownan, ktére jednak bardzo czesto trudno rozwigzaé
analitycznie. Pozostaja nam wtedy symulacje komputerowe, rodzaj eksperymentu z uzyciem
komputera. Podstawowa ideg eksperymentdw numerycznych jest symulowanie ewolucji
uktadu fizycznego poprzez rozwigzanie odpowiedniego zestawu rownan, ktore ten uklad
opisuja. W moim przypadku rozpatruj¢ uktady o skonczonych rozmiarach, ktére w granicy
termodynamicznej dajg obraz i zachowanie uktadu makroskopowego.

Dlatego gtdéwnym celem tej pracy sa obliczenia numeryczne niektorych parametrow
opisujacych zachowanie uktadéw w czasie przemian fazowych pierwszego rodzaju
w trojwymiarowym modelu Ashkina-Tellera. Jest to jeden z najwazniejszych ukladow
odniesienia w mechanice statystycznej, gdyz jest nietrywialnym uogodlnieniem Szeroko
wykorzystywanego modelu Isinga. Podobnie jak model Isinga, model Ashkina-Tellera wcigz
znajduje interesujgce zastosowania, na przyktad do modelowania porzadku krystalicznego
w VO,, uczenia maszynowego, stanu Coulomba bez przerwy energetycznej, wzorcow
nanodomen w ultra-tetragonalnym PbTiOs;, wlasciwosci magnetycznych nanorurek,
elastycznej odpowiedzi czgsteczki DNA na sit¢ zewnetrzng i moment obrotowy.

Model Ashkina-Tellera jest tak atrakcyjny poznawczo i aplikacyjnie, gdyz
charakteryzuje go bogaty diagram fazowy i dogl¢bna analiza réznych regionéw tego
diagramu daje mozliwo$¢ modelowania tak wielu wyzej wspomnianych zjawisk. To
zmotywowalo mnie do zbadania przemian fazowych, najpierw poprzez lokalizowanie
punktow tych przemian, dokonanie ich klasyfikacji, jak i okreslania punktow trojkrytycznych.
Wymagato to istotnego rozwinigcia metod dotad wykorzystywanych w literaturze
przedmiotu. W mojej pracy dokonywalam tego wykorzystujac kumulanty Bindera, gtownie
do wstepnej lokalizacji punktow przemian fazowych, jak i kumulanty typu Challi i Lee-
Kosterlitza do ustalenia charakteru tych przemian, dokladniejszej lokalizacji punktow
przemian fazowych oraz wyznaczenia ciepta przemiany. Jako niezalezne potwierdzenie
poprawnos$ci wyznaczonego ciepta przemiany wyzej wspomnianymi metodami zastosowatam
metode histogramu rozkladu energii wewngtrznej do niezaleznego i doktadniejszego
wyznaczenia wartosci tego ciepta. Dzigki eksperymentom komputerowym zastosowanym do
standardowego trojwymiarowego modelu Ashkina-Tellera, w mojej pracy doktorskiej

dokonuje¢ poréwnania wynikow uzyskanych z tych metod, co podnosi ich wiarygodnosc.



Praca doktorska sklada si¢ z szeSciu rozdzialdw oraz wstepu i podsumowania.
W rozdziale pierwszym opisuje podstawowe pojecia mechaniki statystycznej i dokonuje
klasyfikacji przemian fazowych. Rozdzial drugi zostal poswigcony omowieniu modeli
spinowych uktadow sieciowych, w tym takze modelu Ashkina-Tellera, i ich zastosowan.
Magnetyczne wlasnos$ci cial omawiam w rozdziale kolejnym. W rozdziale czwartym
przedstawiam metody bedace podstawa przeprowadzanych przeze mnie eksperymentdéw
komputerowych, czyli metode Monte Carlo, kumulanty Bindera, kumulanty typu Challi i Lee-
Kosterlitza, jak i metode histogramu rozkladu energii wewngtrznej, a takze podkreslam
znaczenie przetwarzania rownolegtego dla uzyskania wiarygodnych ekstrapolacji moich
wynikéw do granicy termodynamicznej. W rozdziale piatym przedstawiam wyniki moich
analiz przeprowadzonych dla tréjwymiarowego modelu Ashkina-Tellera. Dzigki uzyskanym
wynikom dokonatam lokalizacji punktow przemian fazowych, wyznaczylam ciepto
przemiany i okreslitam charakter tych przemian. Poréwnatam wyniki uzyskane
z zastosowaniem kumulant typu Bindera, Challi, Lee-Kosterlitza oraz z wykorzystaniem
histogramu rozkladu energii wewnetrznej, a takze okreslitam zakres stosowalnosci
przyblizonych warto$ci wykorzystywanych kumulant typu Bindera, Challi, Lee-Kosterlitza
W granicy termodynamicznej pozwalajacych wyznaczy¢ warto$¢ ciepta przemiany. Szosty
rozdzial zawiera propozycje eksperymentu komputerowego, ktory moze zostad
przeprowadzony w ramach zastosowania technologii informatycznej w dydaktyce dzieci
i mlodziezy. Stworzona w tym celu aplikacja, nazwana Ciggle przemiany fazowe,
wykorzystuje ideowo prosty model Isinga do badania i wizualizacji zachowania si¢ uktadu
W obszarze cigglej przemiany fazowej w skali mikroskopowe;.

W pracy zaznaczam merytoryczny wklad pozostalych czlonkéw zespotu

badawczego, a jego zestawienie przedstawiam na koncu podsumowania.



1. Wprowadzenie do mechaniki statystycznej i przemian fazowych

1.1. Opis statystyczny ukladu

Fizycznym narzedziem, ktore pozwala bada¢ uktady o duzej liczbie stopni swobody
jest mechanika statystyczna. Wyjasnia ona, w jaki sposob z chaosu powstaje porzadek, jak
prawa mikroskopowe, symetryczne ze wzgledu na odwrocenie czasu, prowadza do asymetrii
czasowe] makro$§wiata. Mechanika statystyczna stanowi idealne narzedzie do badania zjawisk
krytycznych w konkretnych uktadach.

W mojej pracy rozwazam jedynie uktady w rownowadze termodynamicznej. Rozne
mozliwe mikroskopowe konfiguracje stopni swobody ukladu bed¢ nazywaé mikrostanem
i oznacza¢ jako a. Bede modelowac uktad rzeczywisty, w ktorym mikrostany moga tworzy¢
albo uklad ciagly, albo dyskretny, znajdujacy sie¢ w rownowadze termodynamicznej
z termostatem o temperaturze T. Energi¢ mikrostanu oznaczam jako E, W praktyce dla
uktadu makroskopowego wymagamy, aby miat N czastek, objetos¢ V i energie pomigdzy E
I E+A, gdzie A«E wigzemy z niepewnoscig, ktora jest immanentng cechg opisu fizycznego.
Warunki te spetnia praktycznie nieskonczona liczba standw. Zbior myslowych kopii tego
uktadu w tych stanach to zespoét statystyczny.

Prawdopodobienstwo p, ze uklad przebywa w jednym sposréd nieskonczonego
zbioru stanéw mikroskopowych@®, 0 energii E, jest proporcjonalne do wyrazenia e *™
zwanego czynnikiem Boltzmanna (zob. np. [6] i prace tam cytowane). Natomiast S = 1/kgT,
gdzie kg to stala Boltzmanna. Dla uzyskania prawdopodobienstwa p, ze uklad jest

w mikrostanie a, unormuje czynnik Boltzmanna,

Z=)e", (11.1)

gdzie Z — czynnik normalizacyjny, suma stanéw (suma statystyczna), a sumujemy tu po
mikrostanach, a nie po warto$ciach energii. Uklad zawsze znajduje si¢ w jakims$ stanie, suma
czynnikoéw p, jest rOwna jeden, a znormalizowane prawdopodobienstwo mozna zapisaé jako
— 1 PB4
P, = E e, (1.1.2)
Wzor (1.1.2) przedstawia rozklad kanoniczny (zwany tez rozkladem Gibbsa). Znajac energie
E, mikrostanow o, mozna obliczy¢ warto$¢ $rednig (X) po zespole mikrostanow ($rednia

temperaturowa) dowolnej wielkosci X jako
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(X) = S0 Pa Xe = 7 TaXee '™, (1.13)
jezeli znamy warto$¢ X, , przyjmowang przez X W kazdym z mikrostanow. Wprawdzie suma
(1.1.3) moze by¢ trudna do obliczenia, ale rozktad prawdopodobienstwa p, Gibbsa daje prosta
i uniwersalng metod¢ na obliczenie makroskopowych $rednich po zespole, rownych Srednim

temperaturowym (tj. Srednim po czasie przy ustalonej T), z praw mikroskopowych.

1.2. Opis termodynamiczny ukladu

Termodynamicznym ukladem moze by¢ makroskopowy uktad wielu ciat, ktorych
rozmiary 1 czas istnienia sg wystarczajace do wykonania proceséw pomiaru, a faze¢ uktadu lub
podukiadu stanowi okreslony stan termodynamiczny. Przy czym dany uklad (poduktad)
znajduje si¢ w okreSlonym stanie, gdy r6zne makroskopowe czesci uktadu znajdujg sig
w termodynamicznych stanach rOwnowagi. Z kolei stan rOwnowagi to stan uktadu, do ktorego
uktad zmierza, nie poddany zadnym zewnetrznym oddzialywaniom lub znajdujac sie
W danym oddzialywaniu ze swoim otoczeniem. Jezeli dwa uklady zaczng oddziatywaé ze
sobg, to nowy uktad, ktorego czesScia sa te dwa, przechodzi w stan rownowagi
termodynamicznej. Relacja rOwnowagi pomiedzy ukfadami ma charakter przechodni, zgodnie
Z "zerowy" zasadg termodynamiki. Wielkos$ci (zmienne) fizyczne, ktore przyjmuja okreslone
znaczenie dla  kazdego stanu rownowagi ukladu, nazywamy wielko$ciami
termodynamicznymi lub funkcjami stanu. Dzielimy je na "intensywne", jezeli nie zalezg od
rozmiaréw i masy ukladu, a nalezy do nich np. temperatura i ci$nienie oraz "ekstensywne",
czyli te co zalezg od rozmiaru i masy, np. masa i energia.

Stany termodynamiczne, ktérymi zajmuje si¢ termodynamika, nie muszg by¢ stanami
roOwnowagi rozpatrywanego ukladu, ale w ukladzie takim musza by¢ realizowane stany
rownowagi lokalnej, czyli uklad mozna rozbi¢ na makroskopowe poduktady, w ktorych
realizowane sg stany rOwnowagi.

W celu opisania uktadu mozna podawaé za kazdym razem zbidér wszystkich
wielkosci termodynamicznych, charakteryzujacych stan rownowagi termodynamicznej, ale
dla przejrzystosci opisu mozna znalez¢ zbidr zmiennych niezaleznych oraz sposéb wyrazania
za ich pomoca pozostalych wielkosci termodynamicznych. Uklady w stanie rownowagi
termodynamicznej opisujemy za pomoca funkcji termodynamicznych nazywanych
potencjalami termodynamicznymi. Dzigki nim mozna obliczy¢ wartosci wszystkich wielkosci
charakteryzujacych dany ukfad termodynamiczny. Do nich najczesciej naleza: entropia S

i temperatura T, ciSnienie p i Objgtos¢ V oraz liczba czastek w ukladzie N i potencjat
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chemiczny . Poza tym rozwazam funkcje stanu: energi¢c wewngtrzng U, energic swobodng
Helmholtza F, entalpi¢ swobodna lub swobodng energie Gibbsa G.
Srednia energie uktadu w rownowadze termodynamicznej zgodnie ze wzorem (1.1.3) moge

zapisa¢ w postaci

U

(E) =%2EaeﬂEa (1.2.1)

i wyraza ona sume energii mikrostandw o z wagg okreslong przez ich prawdopodobienstwo.

Ze wzoru (1.1.1) wynika, ze

oinz
U =—[ o JV. (1.2.2)

Wielkos¢ (%} to pojemnos$¢ cieplna uktadu przy stalym V, ktorg bede oznaczaé Cy,.

\

Zatem
C, =(£j , (1.2.3)
aT ),
a na podstawie (1.2.2) i (1.2.3) otrzymuje
0°Inz
CV :kBﬂzia’TJv. (124)

Wykorzystujac fakt, ze przy statej objetosci V praca mechaniczna nad uktadem nie jest
wykonywana, czyli jesli zmienia Si¢ energia uktadu, to znaczy, ze mial miejsce przeptyw

ciepla, otrzymuje

C,dT =TdS. (1.2.5)
Z tego wynika, ze moge zapisac
—_p(%
Cy = —R (aﬁ)v' (1.2.6)

0%Inz

Poréwnujac wzory (1.2.4) i (1.2.6) otrzymuj¢ — (a_s) =kgf (W

) . Po calkowaniu po S
o087y 14

uzyskuje wzor na entropi¢ w postaci

oinZ

S = —ksﬂ(ﬁ] +KgInZ. (1.2.7)
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W przypadku energii swobodnej Helmholtza prawdziwa jest zaleznos¢ F=U-TS

I wykorzystujac wzory (1.2.2) i (1.2.7) otrzymuj¢ energi¢ swobodng Helmholtza

Fe—lnz (1.2.8)
B
Natomiast dla energii swobodnej Gibbsa mam
1« ©
G=F+ V.=—">—V.InZ) 1.2.9
2V =g o i) (1.29)

W podsumowaniu tych krotkich rozwazan nalezy zauwazy€, ze znajomos¢ sumy stanow
Z jest podstawg opisu statystycznego zachowania si¢ uktadu, gdyz za jej pomoca mozna
wyznaczy¢ potrzebne wielko$ci termodynamiczne. Natomiast Z otrzymamy, gdy bgda znane
energie wszystkich mikrostanéw ukiadu, a tg informacje zawiera H(«,V) i stad mozna zapisaé
E.= H(e, wigzy), gdzie H to hamiltonian. Zatem mechanika statystyczna, w odroznieniu od
termodynamiki klasycznej, wychodzac od hamiltonianu uktadu daje mozliwos¢ badania wielu
wielkosci.

Zwroémy jeszcze uwage na fakt, ze istotnymi wielkoSciami, charakteryzujgcymi
rozwazane uklady, sa funkcje okreslajace ich reakcje na dzialanie zewnetrzne. Do
najwazniejszych nalezy cieplo wiasciwe charakteryzuje reakcj¢ ukladu na doptyw energii,
scisliwos¢ - charakteryzuje reakcje (podatnos¢) ukladu na zmiang ci$nienia oraz podatnosé

magnetyczna - okresla reakcje (podatnos¢) uktadu na zmiane¢ natezenia pola magnetycznego.

1.3. Fluktuacje energii

Mikrostany uktadu w zespole kanonicznym majg rdzne energie, ktoérych warto$é
fluktuuje wokot $redniej energii okreslonej przez temperatur¢. Znajac energie E,
mikrostandw o, mozna obliczy¢ wartos¢ $rednig (E,) po zespole mikrostanéw korzystajac ze

wzoru (1.2.1). O tym jakie sa fluktuacje energii U, informuje nas srednia temperaturowa

z <Ea - <Ea >>2, przy czym tatwo mozna wykazaé (zob. np. [6]), ze

2 2
(E.~(E.) =(E.})-(E.)" (13.0)
Korzystajac z przytaczanych wyzej wzoré6w mozna stwierdzi¢, ze dla tych fluktuacji

spetniona jest zaleznos¢

((E. _<Ea>>z>:(a;|;zzl - kfzz- (13.2)
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Pamigtajac, ze S =1/kgT fluktuacja energii uktadu moze zostaé¢ przedstawiona W postaci
wyrazenia

1

3 =T (k,C,)2. (1.3.3)
Pojemno$¢ cieplna jako wielko$¢ ekstensywna rosnie liniowo z rozmiarem sieci, czyli
wzgledne fluktuacje termiczne maleja jak pierwiastek kwadratowy ze wzrostem rozmiaru
uktadu. Jesli rozmiary daza do nieskonczono$ci, czyli w granicy termodynamicznej te
fluktuacje zanikaja, chyba, ze pojemnos$¢ cieplna jest rozbiezna w punkcie krytycznym.
Energia calkowita odnosi si¢ do ukladu jako calosci, lecz mozna wyliczy¢ $rednie
temperaturowe dzigki znajomosci rozkladu prawdopodobienstwa dla mikrostanéw ukiladu,
ktore odnosza sie nie tylko do catego ukladu, ale tez do jego czgséci. Przyktadowo zamiast
oblicza¢ catkowite namagnesowanie uktadu spindéw, mozna przeanalizowac, jak zmienia si¢
ono od miejsca do miejsca i jak spiny sg ze sobg skorelowane w roznych miejscach.

W tym celu rozwazamy N zmiennych s;, ..., Sy opisujacych mikrostany danego

uktadu. Jezeli chcemy znaé¢ $rednig temperaturowag calkowitego spinu S :Zsi to do

I 1
hamiltonianu nalezy doda¢ czlon 4H :[_EJJS i obliczy¢ Z jako funkcje pola J.

Otrzymujemy namagnesowanie

M — oinz
op

Jezeli pole J jest r6zne na réznych weztach sieci spindéw, $rednie temperaturowe moga

(1.3.4)

J=0

by¢ otrzymane z Z, a do hamiltonianu zamiast wcze$niej] wspomnianego wyrazenia mozna

doda¢ czion

1
AH = (— —jZJisi (1.3.5)
B)5
a znajac Z jako funkcj¢ J mozna obliczy¢ wielko$ci zwane funkcjami korelacji
2 3
<S; >=££, <SS >:l oz , <88k >:1L (1.3.6)
Z 0J, Z 0J,0]; Z 0J,03,0,
i tak dalej. Uogolniajac otrzymujemy n-punktowa funkcje korelacji:
.. 1 0"z
G i,y )=<SS 8 = ———, 137
(1 n) ivj k ZaJil---aJin ( )

gdzie G jest funkcja potozen (iy,...,in) usrednionych spinow.
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Gdy spiny nie oddziatuja $rednie z iloczynéw réznych spindw réwne sg iloczynom
poszczeg6lnych $rednich:
<§is> = <§i> <§j> (1.3.8)
dla i # j. Natomiast, gdy spiny oddziatujg, wtedy fluktuujg i funkcja korelacji informuje nas
0 ich zachowaniu.

Jednak nalezy zauwazy¢, ze opisane funkcje korelacji nie zawsze w pelni opisuja
uktad. Przyktadowo wezmy ferromagnetyk w zerowym polu magnetycznym, powyzej punktu
Curie jako uktad N spinow. Taki ferromagnetyk nie jest namagnesowany, za$ Srednia
temperaturowa kazdego spinu jest rowna zeru: <s;> =0, a spiny blisko siebie wykazuja
tendencj¢ do ustawiania si¢ w tym samym kierunku 1 ta korelacja bedzie malata, gdy

odleglo$¢ migdzy spinami bedzie rosta. Dwupunktowa funkcja korelacji G(Z)(il,j) =<§;S; >

dostarcza informacji jak skorelowane sg ze sobg rdzne spiny 1 bedzie miata wartos¢ dodatnig
dla matych odleglosci migdzy weztami, a jej wartos¢ bedzie zblizaé si¢ do zera ze wzrostem
tej odleglosci. Funkcja ta przyjmuje wartosci niezerowe nawet dla nieoddziatujacych spindéw,
bo <si> i <S> sg rozne od zera i prawdziwe jest rownanie (1.3.8). W takim przypadku
potrzebna bylaby wielko$¢, ktora okresli tylko te czg$¢ korelacji, ktora zalezy od
oddziatywan, czyli dwupunktowa zwigzana funkcja korelacji, ktéra jest miarg korelacji

miedzy fluktuacjami w dwoch weztach i i, zdefiniowana wyrazeniem
G2(i, j)=<ss, >—<s ><5; >. (1.3.9)
Funkcja ta znika, gdy mamy do czynienia z uktadem nieoddziatujgcych spinow.
Funkcje Kkorelacji wyzszego rzgdu sa réwniez uzyteczne, ale ponownie zawierajg

nadmiar informacji, jak wspomniana wyzej dwupunktowa funkcja korelacji, o wkladzie

pochodzacym od kazdego spinu z osobna. W celu wyznaczenia zwigzanej funkcji korelacji

wyzszego rzedu nie trzeba oblicza¢ funkcji korelacji G(”)(Il,...,in), lecz wystarczy

zrozniczkowac InZ:

G (i, )= ——..——InZ =5, s>M (1.3.10)

1

(n)
Nalezy roéwniez zwroci¢é uwage, ze wyrazenie —ﬁ ma dodatkowe znaczenie

fizyczne - jest wspolczynnikiem rozwinigcia energii swobodnej Helmholtza w szereg Taylora

wzgledem J;,
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1.4. Klasyfikacja przemian fazowych

Mechanika statystyczna jest dobrym narz¢dziem do badania przemian fazowych
I zjawisk krytycznych, zwlaszcza w uktadach o zbyt duzej ilosci stopni swobody, by mozna
bylo zsumowac¢ po wszystkich jego mikrostanach. W kontekscie tych rozwazan na temat
energii za J. W. Gibbsem (1875) wprowadzg tez potencjal chemiczny u jako pochodng
czastkowg energii wewnetrznej U po liczbie czastek przy stalej objetosci, entropii, cisnieniu
i temperaturze. Aby moje rozwazania prowadzi¢ w sposob ogdlny, zamiast konkretnej
wielkos$ci opisujacej dany stan bede wykorzystywaé uogolniong site X. Uwzgledni¢ uktady
0 okreslonej jednej sile uogodlnionej, dla ktorych potencjal chemiczny w przypadku
wspotistnienia dwoch faz A i B spetnia rownanie (zob. np. [9])

La(T,X)=ws(T,X), (1.4.1)
a dla trzech faz A, B i C jest prawdziwe
Ha(T,X)=ps(T,X) )=pc(T, X). (1.4.2)
Na diagramie fazowym powyzsza zalezno$¢ (1.4.1) okre$la lini¢ wspotistnienia dwoch faz,
a zaleznos$¢ (1.4.2) wyznacza punkt, w ktorym wspoélistniejg trzy fazy. Przecigcie si¢ linii
wspotistnienia dwoch faz skutkuje wyznaczeniem punktu, ktory czegsto nazywany jest
punktem dwukrytycznym. Natomiast punkt, w ktorym linia ciggtych przemian fazowych
przechodzi w lini¢ niecigglych przemian fazowych, okreslany jest jako trojkrytyczny (pojecie
to w literaturze przedmiotu wprowadzit R. B. Griffith [23] w 1970 roku). Linia rozdziclajaca
poszczegblne fazy moze zakonczy¢ si¢ w punkcie zwanym krytycznym (zob. np. [6,9]).
Przesuniecie si¢ na diagramie fazowym na skutek procesu termodynamicznego z jednej fazy
do drugiej oznacza, ze miala miejsce przemiana fazowa. W ukladzie (u,T) przy stalej sile
uogolnionej, funkcje potencjatow termodynamicznych dwoch faz moga si¢ przeciaé (rys.
1.4.1) lub przechodzi¢ jedna w druga (rys. 1.4.2).

Analizujac wykres 1.4.1 mozna zauwazy¢, ze faza wysokotemperaturowa (faza A)
istnieje nawet dla T < T¢ az do Ta a faza niskotemperaturowa az do Tg. Z tego wynika, ze
stan opisany poprzez ua odpowiada minimum odpowiedniego potencjatu termodynamicznego
w zakresie temperatur T > Tp, a stan opisany przez ug dla T < Tg. W zakresie temperatur
Ta<T < Tc stan opisany funkcja up jest stanem stabilnym, a stan opisany funkcja ua
metastabilnym, a w zakresie Tc<T <Tg =zachodzi sytuacja odwrotna. Zatem mozna
przeprowadzi¢ taki proces termodynamiczny, ktory doprowadzitby w zakresie np. Ta<T < T¢
do realizacji stanu metastabilnego, a wigc nietrwalego ze wzgledu na skonczone wielkosci

zaburzen.
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Rys. 1.4.1 Zalezno$¢ w(T) przy przemianie fazowej pierwszego
rodzaju.

Ha

Rys. 1.4.2 Zaleznos¢ wu(T) przy przemianie fazowej nie
pierwszego rodzaju.

Funkcje ua i ug W punkcie Tc dla przypadku przedstawionego na wykresie 1.4.2

T Julyr 0T )y

Idea podzialu przemian fazowych wprowadzona przez P. Ehrenfesta opierata si¢ na

spetniajg warunek

(1.4.3)

T=T¢

ciaggtosci potencjatu chemicznego u, zdefiniowanego wyzej jako potencjat termodynamiczny
na jedng czastke. Przemiana fazowa jest pierwszego rodzaju gdy pierwsza
pochodna wykazuje nieciaglos¢. Zatem przemiana bedzie n-tego rodzaju, gdy najnizsza, n-ta
pochodna  jest nieciagta. Ta klasyfikacja nie sprawdza si¢, gdyz pochodne u pozostaja ciagle
w punkcie przemiany fazowej, mimo, ze w miar¢ zblizania si¢ do niego sg rozbiezne (zob. np.
[6,9]). W mysl tej definicji przemiana fazowa na rysunku 1.4.1 jest przemiang fazowa
pierwszego rodzaju, natomiast na rysunku 1.4.2 przemiang fazowa wyzszego rodzaju.

Jedng z podstawowych teorii, dotyczacych przemian fazowych sformulowat
L. Landau [45] w 1937 roku. Jego teoria stala si¢ fundamentem dla wielu pdzniejszych

interpretacji 1 jest w dziedzinie fizyki przemian fazowych podstawa do jej zrozumienia.
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Zaklada, ze przemiany fazowe doprowadzajace do zmiany symetrii w ciele statym moga zajs¢
w dwojaki sposob: poprzez skokowa zmiang struktury krystalicznej lub przez nieskonczenie
malg zmiang, powodujaca zaniknigcie lub pojawienie si¢ jakiego$ elementu symetrii. Godny
uwagi jest szczegdlnie drugi przypadek wiec jezeli zalozymy, ze mamy do czynienia
z krysztalem, ktorego komorka elementarna jest prosta komorka regularng w wyniku
niewielkiego przemieszczenia weztow sieci moze doj$¢ do zamiany komoérki regularnej
W komorke tetragonalng (rozsuniecie wzdhuz jednej z osi czterokrotnych), czyli do zmiany
symetrii. Jest rdéznica w symetrii  magnetycznej w fazie ferromagnetycznej
I paramagnetycznej, jak i w fazie paramagnetycznej i ferroelektrycznej, przy czym zmiana
miedzy fazami zwigzana jest np. z pojawieniem si¢ nieskonczenie matych namagnesowan czy
polaryzacji w weztach sieci. Gléwnym zalozeniem, na ktérym opiera si¢ teoria Landaua przy
tego typu przemianach jest stwierdzenie, ze zawsze mozna znalez¢é wielko$¢, ktorej mata
zmiana powoduj¢ zmian¢ symetrii, zatem niewielka zmiana iloSciowa tej wielkosci powoduje
jakosciowe zmiany wilasno$ci ciata. Wielko$¢, o ktorej mowa w literaturze nazywa si¢
parametrem porzadku. Trzeba zwrdci¢ uwage na fakt, ze gdy symetria zostaje podwyzszona,
a wigc pojawia si¢ jaki§ nowy element symetrii to parametr porzadku znika, co znaczy, ze
powinien istnie¢ zwigzek migdzy symetrig w jednej 1 drugiej fazie, co jest cechg cigglych

przemian fazowych.

Tabela1.4.1
Parametry porzadku wraz ze sprzgzonymi z nimi wielko$ciami termodynamicznymi dla wybranych

przemian fazowych.

Wielko$¢  termodynamiczna

Przemiana fazowa Parametr porzadku sprzezona z  parametrem
porzadku
ciecz - gaz roznica gestoscCi Cisnienie
ferromagnetyk - paramagnetyk | moment magnetyczny nat¢zenie pola magnetycznego
ferroelektryk - paraelektryk polaryzacja natezenie pola elektrycznego

He nadciekty - He normalny funkcja falowa kondensatu niefizyczne

nadprzewodnik - przewodnik | zespolony parametr szczeliny | niefizyczne

Tabela 1.4.1 zawiera parametry porzadku dla wybranych przemian fazowych ze

sprz¢zonymi z nimi wielko$ciami termodynamicznymi [9]. Z powyzszych rozwazan wynika,
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ze idea istnienia parametru porzadku powstala z zalozenia, ze zawsze w tych przemianach
fazowych nastgpuje zmiana symetrii. Przyktadowo w przypadku przemiany fazowej migdzy
stanem normalnym, a nadciektlym helu zmiana symetrii dotyczy fazy funkcji falowej
kondensatu, natomiast elementem symetrii rdznigcym faze uporzadkowana od
nieuporzadkowanej jest "mozliwo$¢ dozwolonej zmiany fazy".

Z tabeli 1.4.1 wynika, ze parametr porzadku niekoniecznie musi by¢ skalarem
I przyktadowo przy przemianach miedzy nadprzewodnikiem a przewodnikiem jest liczba
zespolong, wiec jest dwuwymiarowy. Parametr porzadku moze by¢é wektorem
(tr6jwymiarowym) lub mie¢ wiele skladowych (>3) [37,38]. Parametr porzadku moze
stanowi¢ takze wybrana sktadowa wektora, reprezentujacego wielkos¢, jak w przypadku
ferromagnetyka anizotropowego w zewngtrznym polu magnetycznym [39,40].

Na uwage zashuguje fakt, ze potencjat termodynamiczny moze jednoczesnie zaleze¢
od wiecej niz jednego parametru porzadku, a parametry te moga ze sobg oddziatywac, przy
czym kazdy z nich moze mie¢ ro6zny wymiar [41]. Wymiar parametru porzadku ma duze
znaczenie, gdyz migdzy innymi okre$la sposob zachowania si¢ wielkosci fizycznych
W otoczeniu punktu przemiany fazowej, bedac istotnym przy okreslaniu klas uniwersalnosci.
Poza tym nalezy zauwazy¢, ze cechg odrdzniajacg punkt dwukrytyczny od trojkrytycznego
jest fakt, ze w pierwszym przypadku mamy do czynienia z dwoma parametrami porzadku
roznymi dla dwu zbiegajacych si¢ linii punktow krytycznych, natomiast w drugim przypadku
z jednym parametrem porzadku.

Zatem teoria Landaua pierwotnie zostata zaproponowana do opisu ciaggtych przemian
fazowych i opiera si¢ na dwoch zatozeniach:

1. Przy kazdej ciagglej przemianie fazowej mozna znalez¢ parametr porzadku ¢,
ktory spehnia rolg miary stopnia uporzadkowania uktadu.

2. Potencjat termodynamiczny w poblizu punktu krytycznego mozna rozwingé
w szereg potegowy wzgledem parametru porzadku.

Przy czym parametr porzadku ¢ ma wiasnosci:

1. W fazie nieuporzadkowanej (o wyzszej symetrii) parametr porzadku znika,
a w fazie uporzadkowanej (o nizszej symetrii) osigga wartosci rozne od
Zera.

2. Parametr porzadku musi dazy¢ do zera w sposob ciagly, gdy 7—Tc, od
strony temperatur, w ktorych istnieje faza uporzadkowana.

3. Ponizej punktu krytycznego parametr porzadku nie jest w petni okreslony
przez warunki zewnetrzne 1 przy tych samych warunkach moze przybiera¢
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dwie lub wigcej roznych wartosci, minimalizujagc odpowiedni potencjat
termodynamiczny.

Potencjal termodynamiczny, np. energic swobodng Gibbsa G, zgodnie z teorig
Landaua mozna przedstawi¢ jako funkcje zmiennych termodynamicznych X, T oraz ¢, przy
czym parametr porzadku ¢ powinien by¢ wyznaczony z minimalizacji G przy zadanych X, T.
Przy czym X jest odpowiednia sila uogélniong. Poniewaz zakladamy, ze zmiana stanu
W poblizu punktu krytycznego odbywa si¢ w sposob ciagly, a wiec G przybiera dowolnie
mate wartosci, to mozemy G(X, T,¢p) rozwinag¢ w szereg potegowy Taylora wzgledem ¢

G(X,T.9) =Go+ap+Ap*+p>+Bo*+..., (1.4.4)
przy czym G,, «, A, £, B sa funkcjami temperatury i sity uogdlnionej. G, to potencjat
termodynamiczny fazy nieuporzadkowanej, gdy ¢ = 0.

Z warunku rownowagi w reprezentacji Gibbsa wynika, ze
a= [ﬁj =0. (1.4.5)
0P )y
Jezeli uwzglednimy uklady symetryczne ze wzgledy na zmiang ¢p——¢ to =0
i otrzymujemy tylko parzyste potegi rozwinigcia:

G(X.T.9) =Go+ Ag’+ By'+. (1.4.6)

Warunek rownowagi stabilnej jest nastepujacy
(@j —2Ap+4Bgp® =0; (if] =2A+12Bp*>0. (147
00 )x s 00" )xs

Lewy wzor (1.4.7) ma dwa rozwigzania: ¢ =0 dla fazy nieuporzadkowanej oraz

o=t /—% dla fazy uporzadkowanej. Jezeli uwzglednimy uzyskane warto$ci parametru

0°G
porzadku, to widzimy, ze (Fj =2A>0,czyli A>0 dla fazy nieuporzadkowanej oraz
P Jxx

0°G
(—2] =—4A>0.czyli A < 0 dla fazy uporzadkowane;j.
00" )xs

Wynika stad, ze w punkcie przejscia A zmienia znak. Wedtug teorii Landau parametr A

spetnia warunek
A=a (T-T¢). (1.4.8)

To zalozenie prowadzi do wzoru
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gpzi‘/%(T T (1.4.9)

Jezelil A>0dlaT>Tc, A<OdlaT < Tcoraz A=0dla T=Tc to wowczas z warunku

stabilno$ciw T = Tc wynika, ze
0°G )
[6_402] =12B¢” >0, (1.4.10)
X, T
czyli B > 0. Zatem dla B > 0 teoria Landaua opisuje ciggte przemiany fazowe.

Niestety, wyniki landauowskiego przyblizenia sa wiarygodne w poblizu T¢, ale nie
w obszarze krytycznym. Granice obszaru stosowalnosci teorii Landaua okreslaja od strony Tc
efekty zwigzane z fluktuacjami, a od temperatur niskich efekty zwigzane ze wzbudzeniami
kolektywnymi, np. w postaci fal spinowych dla magnetykow. Teoria Landaua moze rowniez
opisywac przemiany fazowe pierwszego rodzaju. Jednak nie nadaje si¢ do opisu wszystkich
przemian niecigglych. W przemianach drugiego rodzaju zawsze symetria jednej fazy jest
nizsza, a drugiej wyzsza. W przypadku przemian nieciagtych symetrie obu faz moga ze soba
nie mie¢ nic wspolnego i w niektoérych uktadach moze by¢ problem ze znalezieniem takiej
postaci funkcji termodynamicznej, ktora opisywataby poprawnie obie fazy.

Czesto jako kryterium ogolne, ktore umozliwia sklasyfikowanie przemiany fazowej
jest stwierdzenie obecnosci ciepta przemiany. Jezeli w materiale zachodzi przemiana fazowa
z fazy wysokotemperaturowej do niskotemperaturowej i w matym zakresie temperatur wokot
temperatury przejScia wydziela si¢ skonczona ilo$¢ ciepta zwana cieplem przemiany, to
mamy do czynienia z przemiang fazowag pierwszeg0O rodzaju, W przeciwnym razie

z przemiang ciagla. Jest to wniosek wazny, ktory czesto wykorzystuj¢ w niniejszej rozprawie.
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2. Uklady spinowe

W badaniach przemian fazowych wykorzystuje si¢ wiele modeli, ktorych celem jest
odzwierciedlenie w uproszczeniu ukladu rzeczywistego, przy zachowaniu najbardziej
istotnych jego cech. Niektore wyniki zostaly otrzymane w odniesieniu do konkretnego
modelu i dlatego uznalam, ze cz¢§¢ mojej pracy poswiece najwazniejszym wedlug mnie
modelom, ktore umozliwiag badanie przemian fazowych sterowanych temperatura.

Przedmiotem moich rozwazan beda modele zjawisk zachodzacych w sieci

0 N weztach iwymiarze d, w probce o ksztalcie szeScianu oraz krawedzi zawierajgce;]

1
L =N¢9 weztow. Parametr porzadku przyjmuje jako $rednia warto$¢ wszystkich spinow s;,

ktore sg zdefiniowane na kazdym wezle sieci.

2.1. Model Isinga

Uwazam, ze duze znaczenie w rozwoju badan nad przemianami fazowymi wywart,
I wcigz jest intensywnie wykorzystywany, model stworzony w roku 1920 przez W. Lenza
jako model ferromagnetyka. Gtowna idea modelu Lenza wigze si¢ z probag opisu wlasnosci
magnetycznych ferromagnetykéw. Uwazal on, ze dostatecznie silne oddziatywanie
pochodzenia niemagnetycznego powodowalo, ze energetycznie bardziej korzystne jest jedno
z polozen momentu magnetycznego czastki wzgledem jej najblizszych sgsiadow w krysztale
ferromagnetycznym, co prowadzi do uporzadkowania momentow magnetycznych calego
krysztalu w nieobecnosci zewnetrznego pola magnetycznego, czyli do réznego od zera
parametru porzadku. Rozwigzanie tego modelu dla przypadku jednowymiarowego uzyskat
E. Ising w roku 1925 [25], ktory wykazat, ze w tym przypadku nie wystepuje przemiana do
stanu ferromagnetycznego (uporzadkowanego) w zadnej temperaturze powyzej zera
bezwzglednego. Istota oddziatywania porzadkujacego momenty magnetyczne nie byta znana
w czasach Lenza i Isinga. Zatem ten jego wynik spowodowal, Ze zainteresowanie modelem
spadto, az do roku 1936 kiedy to Peierls [42] wykazal, ze modele dwu- i trojwymiarowy
Isinga opisuja zjawisko uporzadkowania magnetycznego. Dla uktadu dwuwymiarowego przy
zerowym polu magnetycznym analityczne rozwigzanie podat L. Onsager [26] w roku 1944,
aprzy niezerowym polu magnetycznym A. Zamolodczikow w roku 1989 [27]. Nalezy
zwroci¢ uwage, ze rozwigzanie Onsagera [26] wykazalo, ze do badania przemian fazowych
mozna zastosowa¢ mechanike statystyczna bez jakichkolwiek zatozen fizycznych,

dotyczacych zachowania ukladu. W teoriach fenomenologicznych trzeba robi¢ zalozenia
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niejako "podpowiadajace" uktadowi kiedy nastapi przemiana w nowa faze¢. Modele opierajace
sic na mikroskopowym hamiltonianie moga by¢ rozwigzane w ramach mechaniki
statystycznej i prowadzi¢ do przemiany fazowej, a wielkosci termodynamiczne wykazywac
osobliwe zachowanie w granicy termodynamicznej, czyli dla uktadu nieskonczonego.

Model Isinga wyrdznia jego prostota, co ulatwia rozwazania statystyczne i daje
mozliwo$¢ zastosowania modelu do opisu przemian fazowych w réznych ukladach, np.
w przypadku ferromagnetyka rozpatrywanym ukladem jest krysztat zbudowany z czastek,
ktorych momenty magnetyczne moga przyjmowac jedynie dwa przeciwne polozenia
wzgledem wyroznionego kierunku w przestrzeni. Czastki traktowane sg jako punkty
I w pierwotnym modelu Isinga sztywno zwigzane z siecig krystaliczng. Zatem rozwazamy
prostag regularng sie¢ krystaliczna o wymiarze d =1, 2 lub 3, jeden niezalezny stopien
swobody s = £1 na kazdym wezle, czgsto okreslany tez typu Isinga, oraz jeden niezaleznie
porzadkujacy si¢ parametr, czyli srednia wartosc¢ S.

Uwzgledniajac tylko oddziatywania mig¢dzy spinami zlokalizowanymi w najblize]
sasiadujacych weztach, energie uktadu mozna przedstawi¢ w postaci hamiltonianu

—kBiT = K%Sisj (2.1.1)
gdzie indeksy numerujg wezly sieci, wielkos¢ K = —=J/kgT jest nazywana stalg sprzezenia,
a [i, j] oznacza sume tylko po najblizszych sgsiadach, gdyz tylko oni tu oddziatuja
Z jednakowg energia J. Dalsze oddziatywania zostajg zaniedbane, co ma swoje uzasadnienie
w znanym fakcie, ze energia oddzialywania spindéw krytycznie zalezy od odleglosci.
T oznacza temperature ukladu. Jezeli J<O0, to spiny w sasiednich wezlach ukladajg sie
rownolegle — mamy ferromagnetyk. Jezeli J>0, to sasiadujace spiny uloza si¢

antyrownolegle — tworzy si¢ antyferromagnetyk.

2.2. Model XY i Heisenberga

W modelu Isinga spiny moga przyjmowac tylko dwie wartosci, czyli uktada¢ sig
wzdhiz jednego kierunku i wykazywac jedynie dwa przeciwne zwroty. W modelu XY kazdy
ze spindOw jest scharakteryzowany przez dwuwymiarowy wektor S, czyli moze wskazywacé
dowolny kierunek w danej plaszczyznie. Model ten uwaza si¢ za szczegdlny przypadek
modelu Heisenberga, w ktorym wystepuja d-wymiarowe, klasyczne spiny s.

Jezeli uwzgledni si¢ tylko oddziatywanie migdzy najblizszymi sasiadami,

to hamiltonian modelu Heisenberga mozna zapisa¢ jako
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H
———=> (K,s/sT +K,s’s! +K,s7s?), (2.2.1)
keT {71
gdzie S oznacza a—sktadowa spinu s; rezydujacego na i~tym wezle sieci.
Jesli Ky= Ky = K; to otrzymujemy hamiltonian dla izotropowego modelu Heisenberga. Gdy
Ki=Ky=0, K;#0 to mamy hamiltonian dla modelu Isinga. Zas, gdy K, Ky #0, K;=0,

to otrzymujemy model XY.

2.3. Model Pottsa

Model Pottsa [32] jest uogdlnieniem modelu Isinga, przy czym parametr porzadku
przyjmuje jedng z szeregu mozliwych warto$ci. Mamy prostg regularng sie¢ krystaliczna,
o wymiarze d = 2 lub 3, jeden niezalezny stopien swobody s =1, 2,..., q na kazdym wegZle,
jeden niezaleznie porzadkujacy si¢ parametr.

Hamiltonian g-stanowego modelu Pottsa przybiera postac¢

H

——=K)» O....
kBT DZJ% Slsj (231)

gdzie symbol ¢ to delta Kroneckera, ktoéra przyjmuje warto$¢ 1 dla i =j, a w przeciwnym

przypadku jest 0.

W tym modelu parametr porzadku przyjmuje jedng z szeregu mozliwych wartosci
i gdy odpowiednie warto$ci parametru porzadku sg rozne to energia oddzialywania miedzy
sgsiadujagcymi wezlami jest rowna zero, a gdy sg takie same wynosi J. Podobienstwem do
modelu Heisenberga jest przyjmowanie tych samych wartosci na sgsiednich wezlach, ale
odrdéznia je to, ze nie ma energetycznej nagrody za przybranie "podobnych", ale nie

identycznych warto$ci.

2.4. Model AT

Model zaproponowany przez J. Ashkina i E. Tellera w 1943 roku [29] jako
dwuwymiarowy model stopu lub krysztatu czterosktadnikowego, stanowi nietrywialne
uogolnienie modelu Isinga, gdyz Fan [28] pokazat w 1972 roku, ze mozna go traktowac jako
nalozenie na siebie dwoch modeli Isinga z niezaleznymi stopniami swobody S i o (spinami)
przyjmujacymi wartosci +1 lub —1 na kazdym wezZle sieci. Rozwazamy prostg regularng sie¢

krystaliczng o wymiarze d =2 i 3. W modelu tym mamy trzy niezaleznie porzadkujace si¢
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parametry porzadku: (s), (o), (So). Zatem rozpatrujemy tutaj tylko stale dwuspinowe
oddziatywania z catkg wymiany J; tylko pomig¢dzy najblizszymi sgsiadami. Rozszerzenie tych
dwoch nalozonych na siebie modeli Isinga do modelu AT nastepuje poprzez uwzglednienie
oddziatywania czterospinowego z catkg wymiany Js pomigdzy parami spindw rezydujacych
na wezlach, rowniez tylko bedacych najblizszymi sgsiadami. Zatem efektywny hamiltonian
w tym modelu przybiera postac [28]:

—H/(kgT) = X j)(K15:5; + K;0,0; + K45;5;0,0), (2.4.1)
gdzie oznaczenia sg analogiczne jak we wzorze (2.1.1) definiujgcym hamiltonian modelu
Isinga, a wielko$¢ K, =—J,/(ksT) zn =1, 2 lub 4 jest nazywana stala sprz¢zenia.

Model AT jest jednym z najwazniejszych modeli w fizyce statystycznej i kazdego
roku pos$wigconych jest jemu kilkanascie prac (patrz najnowsze prace np. [33-35, 54-58]
i cytowane w nim artykuly) poniewaz mozna traktowac¢ go jako uogdlnienie dwoch modeli:
czterostanowego modelu Pottsa i szeroko wykorzystywanego modelu Isinga. Jesli J1=J, = J4
> 0, to otrzymujemy czterostanowy model Pottsa. Jesli J; = J, = 0, to otrzymujemy model
Isinga w zmiennych so. Natomiast gdy J; =0 wtedy model AT jest rownowazny dwom
niesprzezonym modelom Isinga zlokalizowanym na tej samej sieci. W mojej rozprawie

skoncentruje si¢ na standardowym, symetrycznym modelu AT, w ktorym J;=J5:
—H/(kT)=3,  [K,(ss; + 010, )+ Kusis ;o0 . (2.4.2)

Podobnie jak model Isinga, model AT wcigz znajduje interesujgce zastosowania, na
przyktad ostatnio do modelowania porzadku krystalicznego w VO, [48], uczenia
maszynowego [49], stanu Coulomba bez przerwy energetycznej [50], wzorcow nanodomen
w ultra-tetragonalnym PbTiO3; [51], wlasciwosci magnetycznych nanorurek [52], elastycznej
odpowiedzi czasteczki DNA na sitg zewngtrzng i moment obrotowy [53].

Model AT charakteryzuje bogaty diagram fazowy, gdyz niezalezne spontaniczne
uporzadkowanie wykazuja nie tylko spiny s i o, ale takze ich iloczyn so. Rysunek 2.4.1
przedstawia diagram fazowy dla standardowego tréjwymiarowego (3W) modelu AT zgodnie
ze stanem wiedzy na dzien obecny. Przerywane linie oznaczaja nieciagle przemiany fazowe,
za$ linie ciagle to przemiany ciagle. Bardzo interesujacy przypadek ilustruje linia
kropkowano-kreskowana, gdzie mamy wspoétistnienie ciagltych 1 nieciaglych przemian
fazowych dla r6znych parametrow porzadku [14]. W fazie Baxtera kazdy parametr porzadku
(s), (o), (so) jest uporzadkowany ferromagnetycznie, w fazie para wszystkie te parametry sa
rowne 0, za§ w fazach oznaczonych "(so)e" 1 "(so)ar" parametry (s) =(o) =0, a tylko

parametr (so) jest uporzadkowany odpowiednio ferro- iantyferromagnetycznie. Faza "(o)"
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zwana obszarem faz mieszanych charakteryzuje si¢ tym, ze tam (so) = 0 i tylko jeden
z parametrow (S) albo (o) jest uporzadkowany ferromagnetycznie, a drugi nie. PolozZenia
punktow trojkrytycznych na diagramie fazowym oznaczytam przez + i opisatam jako A, F, G,
H, H, KiK'

TTTTT]

15122
£\ \
(o) N\,

l lllIllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll—

llllll|IIllllllllllllllllllllllllllllllllllll

INNENNENN]

O'—llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
-0,4 -0,2 0 0,2 0,4

K,

Rys. 2.4.1 Diagram fazowy standardowego 3W modelu AT — obecny stan wiedzy.

Charakter przemian fazowych wzdhz linii AHK', DK, BP i CG oraz lokalizacja
trojkrytycznych punktow K, K', F, G i punktu bifurkacji F, byta badana przez G. Musiata
[12,4], linia AP to efekt pracy P. Arnolda i Y. Zhanga [7], a reszta diagramu jest wynikiem
badan R.V. Ditzian i wspotpracownikow [10]. Poza tym nalezy zwroci¢ uwage na analizy
zespotu J. P. Santosa i F. C. Sa Barreto nad przemianami mi¢dzy fazami Baxtera, para, (so)e
i (so)ar [33,35]. Moje badania dotyczyly przemian fazowych wzdtuz linii APF,F oraz F,G.
Wedhug Arnolda i Zhanga zblizajac si¢ do punktu Isinga (punkt A) usytuowanego przy Ks=0
i K»=0,2216546 dla dodatnich wartosci K4, model AT przejawia stabe przemiany fazowe
pierwszego rodzaju, z dowolnie matg iloscig ciepta przemiany dla kazdego ztrzech
parametréw porzadku (S), (o), (So) [7]. W szerokim regionie diagramu fazowego wzdhuiz linii
APF, pomiedzy fazg Baxtera iparamagnetyczng sygnalizowane sa przemiany fazowe
pierwszego rzedu od arbitralnie stabych do silnych [7, 22]. Poza tym w punkcie P, zwany
punktem Pottsa, usytuowanym w K;= K;=0,157154(4) [7] model AT redukuje si¢ do
czterostanowego modelu Pottsa, w ktorym w modelu 2W zachodzg ciagle przemiany fazowe,
ale w modelu 3W obserwujemy przemiany fazowe pierwszego rodzaju. Wyniki symulacji

Monte Carlo sugerowaly mozliwo$¢ wystapienia nieuniwersalnego zachowania rowniez
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w 3W modelu AT [4, 10, 14], ale ostatnie wyniki wskazuja tylko na crossover wzdhiz linii
AH 1 rzadkie wspotistnienie przemiany fazowej ciaglej i pierwszego rodzaju rzedu wzdhiz
linii HH' [14] pokazanej na rys. 2.4.1. Jednak charakter ciaggly przemiany fazowej wzdhuz linii

HK' to wciagz problem otwarty.
2.5. Wybrane zastosowania spinowych modeli sieciowych

2.5.1. Gaz sieciowy

Mozna zauwazy¢, ze poprzez prosta zamian¢ zmiennych model Isinga mozna
wykorzysta¢ do opisu zupehie innych uktadow. Przyktadem moze byé gaz sieciowy, gdzie
mamy uktad na regularnej sieci d-wymiarowej o stalej sieci L z periodycznymi warunkami
brzegowymi. Kazdy we¢zet sieci moze znajdowac si¢ w jednym z dwoch stanéw nj=0 lub 1
(pusty, zajety), gdzie i= 1,..L% w kazdym z wezlow sieci moze znajdowaé si¢ najwyzej
jedna czastka. Poniewaz gaz nie jest doskonaty czastki gazu oddziatujg ze soba i energia gazu
jest nizsza, gdy czastki sg w sgsiednich komorkach, niz gdy sg daleko od siebie.

Energia oddzialywania pomigdzy czgstkami zadana jest hamiltonianem:

—1:4K2ninj. (2.5.1.1)
keT fi1

W przypadku gdy K >0, mamy do czynienia z oddzialywaniem przyciggajacym,

_ §itl

adla K<0 odpychajagcym. Je§li przyjmiemy, ze n; = S a stad si=2n;-1 to dla

poszczegolnych wartosci n; otrzymujemy s;=1 lub s;=-1, czyli mamy stopnie swobody

modelu Isinga.

2.5.2. Stopy wieloskladnikowe

Istnieja dwie glowne klasy stopow: stopy jednorodne (jednofazowe) i eutektyki
(uktady wielofazowe). W pierwszym przypadku stezenie kazdego skiadnika jest stale
w calym stopie, podczas gdy w drugim wystepuja mate krysztaly. Niektore z nich zawieraja
wigcej jednego skladnika, podczas gdy inne zawieraja wiecej drugiego. Eutektyki takie
powstaja, gdy wzajemna rozpuszczalno$¢ sktadnikéw stopu jest ograniczona, a stezenie
w danym stopie przekracza granice¢ rozpuszczalnosci. Charakterystyki jakosciowe przejscia
porzadek-nieporzadek w stopach wydaja si¢ by¢ dobrze wyjasnione, dla niektérych
przyktadow, przez statystyczne potraktowanie raczej uproszczonego modelu z odpowiednimi

zalozeniami. Jednak z punktu widzenia poréwnan ilo$ciowych z eksperymentami, obecna
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teoria jest nadal daleka od zadowalajacej 1 pozostaje wiele do zrobienia w celu
doktadniejszego obliczenia funkcji podzialu i udoskonalenia modelu poprzez staranne
rozwazenie rzeczywistych sytuacji w stopach [59].

Stop podwojny, zwany mosigdzem [, jest przyktadem bedacym zastosowaniem
modelu Isinga. Skfada si¢ on z atoméw cynku i miedzi, ktore tworzg regularng wzajemnie
przenikajacg si¢ sie¢, jako wynik nalozenia dwodch podsieci W T=0K stop zawiera
jednakowa liczbe obu rodzajow atomow, czyli mamy dwie regularne podsieci. Gdy
temperatura rosnie coraz wigcej atoméw miedzi przechodzi do podsieci cynku i odwrotnie.
W temperaturze 739 K podziatl na dwie podsieci przestaje istnie¢, a w temperaturze wyzszej
niz 739 K liczba atoméw miedzi i cynku w obu podsieciach jest jednakowa, czyli podziat na
obie podsieci zatamuje si¢. Zaktadamy, ze energia uktadu jest obnizona 0 J na kazde wigzanie
pomigdzy r6znymi atomami na najblizszych weztach, a podwyzszona o J pomigdzy rownymi.
Parametrem porzadku moze by¢ S;, ktére przyjmuje wartos¢ +1, gdy wezet jest zajety przez
atom miedzi, a -1, gdy przez atom cynku. Zatem mozna energi¢ uktadu opisa¢ hamiltonianem

modelu Isinga.
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3. Magnetyczne wlasnosci cial

Klasyfikacji materialdw pod wzgledem ich wlasnosci magnetycznych mozna
dokona¢ poprzez okreslenie, w jaki sposob reaguja one na zewnetrzne pole magnetyczne,

czyli jakie jest ich namagnesowanie. Miarg stopnia namagnesowania jest tzw. magnetyzacja

(albo namagnesowanie). Magnetyzacja M jest to moment magnetyczny przypadajacy na
jednostke objetosci. Wiasciwosci magnetyczne materiatu zalezg od podatnos$ci magnetycznej

¥, ktora w izotropowych materialach okresla nastepujacy zwiazek miedzy

— —

namagnesowaniem M i natezeniem pola magnetycznego H

M =1 (3.1)

Zaleznie od podatnosci magnetycznej wszystkie materiaty mozna podzieli¢ na
rodzaje: diamagnetyki, paramagnetyki, ferromagnetyki, ferrimagnetyki i antyferromagnetyki.

Diamagnetyki majg podatno$¢ magnetyczng y <0 1 jest ona dla wigkszosci
diamagnetykOw niezalezna od temperatury. W diamagnetykach wypadkowy moment
magnetyczny tworzacych je atomow jest zerowy. Zatem przy braku zewngtrznego pola
magnetycznego diamagnetyk nie wykazuje namagnesowania. Jezeli jednak probka
umieszczona zostanie w zewnetrznym polu magnetycznym, to w efekcie indukowany zostanie
moment magnetyczny skierowany przeciwnie do kierunku zewnetrznego pola
magnetycznego. Dziata moment sity, ktéry wymusza ustawienie si¢ orbitalnego momentu
magnetycznego wzdtuz kierunku zewnetrznego pola magnetycznego. O$ orbity elektronu
zaczyna ulegaé precesji z tzw. czestoscig Larmora. Zmianie ulega kierunek orbitalnego
momentu pedu oraz kierunek orbitalnego momentu magnetycznego. Powstaje zatem
wypadkowy orbitalny moment pedu, a co za tym idzie, rowniez nowy indukowany orbitalny
moment magnetyczny i jest skierowany przeciwnie do Kierunku pola magnetycznego.
W efekcie zewnetrzne pole magnetyczne jest ostabiane przez diamagnetyk.

Paramagnetyki charakteryzuja si¢ dodatnig podatnos$cig magnetyczna, ktorej warto$¢

zalezy od temperatury zgodnie z zaleznoscig otrzymana przez Langevina [36]

2
n C
_H ' (3.2)
kT T
nu’
gdzie: n — koncentracja atomow, £ - moment magnetyczny pojedynczego atomu, a C = R
B

to stata Curie. Wzor (3.2) nosi nazw¢ prawa Curie.
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W materiatach paramagnetycznych, gdy nie ma zewnetrznego pola magnetycznego,
atomy maja rézny od zera moment magnetyczny. Na skutek ruchow termicznych czastek ich
momenty magnetyczne sg zorientowane w sposob nieuporzadkowany. Gdy paramagnetyk
zostanie umieszczony w zewne¢trznym polu magnetycznym, momenty magnetyczne atomow
(czasteczek) daza do ustawienia si¢ rownolegle do kierunku pola, czemu przeciwdziata ruch
cieplny. Mimo ruchéw cieplnych w stanie rownowagi bedzie znajdowac si¢ przewazajaca
czg$¢ elementarnych magnesow, ktérych momenty magnetyczne beda skierowane zgodnie
z kierunkiem pola magnetycznego. Cialo uzyska wypadkowy moment magnetyczny.
Poniewaz drgania sieci zwigzane ze wzrostem temperatury dziatajg destrukcyjnie na
uktadanie si¢ momentéw magnetycznych wzdluz linii pola magnetycznego, podatnosé
magnetyczna zalezy od temperatury. Niektore z paramagnetykow ponizej pewnej
charakterystycznej dla kazdej substancji temperatury, zwanej temperaturg Curie,
spontanicznie stajg si¢ uporzagdkowane magnetyczne.

Do materiatow, ktore ponizej pewnej krytycznej temperatury wykazuja spontaniczne
namagnesowania bez przykladania zewnetrznego pola magnetycznego zaliczamy
ferromagnetyki, antyferromagnetyki i ferrimagnetyki.

Ferromagnetyzm mozliwy jest jedynie w krysztalach zawierajacych atomy
pierwiastkOw  przejSciowych, tzn. atomy majgce niezapelniong wewngtrzng powloke
elektronowg, i powstaje w wyniku oddziatywania wymiennego elektronow z niezapelionych
powlok, przy czym oddziatywanie to jest efektem kwantowym. Wewnatrz ferromagnetyka
tworza si¢ pewne niewielkie obszary, wielkosci 1-10 pum, w ktorych zachodzi
uporzadkowanie momentéw magnetycznych. Obszary te nazywane s3 domenami
magnetycznymi. W przypadku, gdy probka nigdy wczesniej nie byta umieszczana w polu
magnetycznym, domeny rozmieszczone sg losowo, a co za tym idzie ferromagnetyk nie
wykazuje namagnesowania. Wystarczy jednak umiesci¢ probke w polu magnetycznym, aby
cale domeny zaczety sie porzadkowaé, a probka wykazywaé namagnesowanie. Po usunigciu
pola magnetycznego domeny nie powracaja do poprzedniego potozenia, a cate cialo wykazuje
namagnesowanie. Temperatura T,, w ktorej znika spontaniczne namagnesowanie, nazywana
jest temperaturg Curie lub temperaturg krytyczng. Dla temperatur T > T, ferromagnetyk
zachowuje si¢ w zewnetrznym polu magnetycznym tak jak paramagnetyk, przy czym

podatnos¢ x mozna wyrazi¢ zalezno$cig znang jako prawo Curie-Weissa [30]:

C
T-T,

X = (3.3)

gdzie C to stata Curie-Weissa.
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Antyferromagnetyzm wystepuje w substancji  posiadajacej antyrownolegle
uporzadkowane elementarne momenty magnetyczne w podsieciach sieci krystalicznej. Sie¢
antyferromagnetyka moze by¢ rozpatrywana jako wiele podsieci, z ktorych w kazdej
momenty magnetyczne maja identyczny kierunek, ale uporzadkowane ferromagnetycznie
poszczegolne podsieci majg przeciwne zwroty. Moment magnetyczny catej sieci jest zatem
zerowy. Gdy dojdzie do zaburzenia tego uporzadkowania moze wytworzy¢ si¢ spontaniczne
namagnesowanie catej sieci. Przykladem antyferromagnetyka jest rozpowszechniony
W przyrodzie minerat zelaza — hematyt. Ponizej temperatury krytycznej, zwanej temperaturg
Néela, spiny sg ustawione antyrownolegle, a podatnos$¢ osigga warto$¢ maksymalng w tej
temperaturze. Powyzej temperatury Néela uporzadkowanie antyferromagnetyczne ulega
zniszczeniu, a substancja staje si¢ paramagnetykiem.

Ferrimagnetyzm to wlasno$¢ magnetyczna polegajaca na tym, ze w temperaturach
ponizej temperatury Néela pojawia si¢ spontaniczne antyrOwnolegte uporzadkowanie
elementarnych momentéw magnetycznych na podsieciach, ale w odréznieniu od
antyferromagnetyzmu momenty te nie kompensuja si¢ wzajemnie do zera. Nastepuje
czgsciowa kompensacja momentdw magnetycznych, a uktad wykazuje wypadkowe
namagnesowanie. Uporzadkowanie ferrimagnetyczne wystepuje zaréwno w ciatach
krystalicznych, jak i bezpostaciowych, ponizej temperatury Néela, natomiast powyzej tej
temperatury staje si¢ paramagnetykiem. Najwazniejszymi ferrimagnetykami sg: tlenki

magnetyczne (ferryty) o strukturze spineli i granatow oraz niektore stopy amorficzne.
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4. Eksperyment komputerowy typu Monte Carlo

Uktady o duzej liczbie stopni swobody pozwala bada¢ mechanika statystyczna,
ktorej narzedzia mozna wykorzystaé w eksperymencie komputerowym. Definiuje si¢ go jako
symulacje z modelowaniem komputerowym okreslajace réwniez niepewnos$ci obliczanych
wielkosci. Polega to na badaniu przedmiotowego ukladu zlozonego (rzeczywistego lub
hipotetycznego) przez obserwowanie zmian zachodzacych w czasie w dynamicznym modelu
tego uktadu pod wplywem zmieniajacych si¢ warunkdéw wewngtrznych 1 zewngtrznych
w stosunku do tego uktadu. Celem eksperymentu komputerowego jest uzyskanie wynikow
facznie z ich niepewno$ciami zgodnych zrzeczywistoScia w rozsadnym i praktycznie
przydatnym czasie.

W programie komputerowym umieszczany zostaje model uktadu fizycznego
I obserwuje si¢ jego zachowanie w rownowadze termodynamicznej. Model uktadu fizycznego
opisywany jest tym samym hamiltonianem co uktad. Jednak liczba mozliwych mikrostanow
uktadu roénie eksponencjalnie z jego rozmiarem i dla wigkszych uktadow obliczenia zajmuja
zbyt duzo czasu. Przykladowo dla modelu Isinga na sieci kwadratowej 3 x 3 mamy 2° = 512
stanow i do posumowania wystarczy bardzo skromny komputer. Po natozeniu periodycznych
warunkéw brzegowych otrzymujemy dobre wyniki dla temperatur duzo powyzej Tc (mate
grupy spinow, sie¢ moze by¢ mata) oraz duzo ponizej Tc (tylko pojedyncze spiny sg
odwrocone). Jednak dla temperatur posrednich wielkoSci sg rozmyte W szerokim zakresie
temperatur. Przy zwickszeniu ukladu do 10 x 10 liczba stanow bedzie wynosi¢ 2% ~ 1,3-10%
i sumowanie zajmie kilka razy wiek Wszech$§wiata nawet najszybszym superkomputerom.
Dlatego wazna jest taka strategia losowania nowej konfiguracji uktadu, ktora pozwoli okresli¢
wlasciwos$ci termodynamiczne na podstawie malego podzbioru ze wszystkich konfiguracji.
Mozna to zrealizowaé¢ przez -calkowicie przypadkowy wybdér standéw, gdzie
prawdopodobienstwo wyboru dowolnej konfiguracji jest jednakowe, stosujac generatory liczb
losowych. Jednak w czasie losowania uwzglgdnia si¢ z rownymi wagami stany wnoszace
maty wktad w obliczane wielkosci. | tak dla sieci kwadratowej 3 x 3 tylko 7 z 512 stanow
daje 99,9% wkiadu do sumy statystycznej Z przy K=1,1, a przy K = 2,2 wystarczg tylko 2
stany. Z pomoca w tym przypadku przychodzi losowanie nieproste, zwane tez probkowaniem
wazonym, ktore opiera si¢ na prostej idei: w czasie symulacji spedza¢ najwigcej czasu przy

stanach dajacych duzy wklad do obliczanych wielko$ci 1 nie marnowaé czasu pracy
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komputer6w na pozostale konfiguracje. Zapewnia nam to metoda Monte Carlo, czyli
losowania stan6w z rozktadem kanonicznym (Gibbsa), za pomoca liczb (pseudo)losowych.
Zauwazmy, ze W eksperymentach komputerowych rozpatrujemy uklady
0 skonczonych rozmiarach, a w moim przypadku sg to sze$ciany o boku L. Nastepnie
otrzymane wyniki przeskalowujemy do granicy termodynamicznej uzywajac relacji
skalowania skonczenie-rozmiarowego omowionych w kolejnych podrozdziatach. Jednak
wazne jest, by w tych skonczonych uktadach efekty brzegowe wnosity nieduzy wktad
W poréwnaniu z zachowaniem objg¢tosciowym. Dla trzech wymiaréw nalezy uzywac probek

zL>161[4, 5].

4.1. Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo (MC) zwykKle jest stosowana do modelowania na tyle ztozonych
procesOw, ze nie mozna przewidzie¢ ich zachowania za pomocg podej$cia analitycznego.
Znajduje szerokie zastosowanie poczynajac od symulacji fizycznych, dla ktorych pierwotnie
zostala stworzona, poprzez informatyke, do bankowosci. Ostatnio wykorzystuje si¢ metode
MC w nowych, preznych dziedzinach informatyki, jak sieci neuronowe, systemy eksperckie
czy poszukiwanie sztucznej inteligencji.

Istotng role w metodzie MC odgrywa losowanie wielkosci charakteryzujacych
proces, ktore dokonywane jest zgodnie z rozkladem Gibbsa. Do wyboru konfiguracji uktadu
stosowane sg liczby pseudolosowe. Dla losowania standw musimy zapewni¢ proces
Markowa, dzigki ktéremu mozna otrzyma¢ nowa konfiguracj¢ uktadu z aktualnie istnicjgcej
i nie wymagana jest wiedza o stanach poprzednich. Proces Markowa opiera si¢ na regule,
ktora stwierdza, ze z kazdg mozliwg parg standw « i ' zwigzane jest prawdopodobienstwo
przej$cia P ze stanu a do o' w nastepnym kroku, a ukifad osiagnie inny stan, co mozna zapisaé
regulg sumacyjng

Y Pla—>a')=1. (4.1.1)

Czestotliwos¢  pojawienia si¢ kazdego stanu « jest proporcjonalne do jego
prawdopodobienstwa, a zbidr tych generowanych stanéw tworzy tzw. fancuch Markowa. Przy
czym prawdopodobienstwo przejscia musi spetnia¢ zasade dostgpnosci, czyli punkt
poczatkowy musi mie¢ mozliwos¢ osiggnigcia przez uklad dowolnej innej konfiguracji
wystarczajaco wiele razy, oraz zasad¢ mikroodracalnosci, ktéra wymaga, zeby zachodzita
rownos¢ pP(a=a')= p.P(cd 2 ), gdzie p, to prawdopodobienstwo Gibbsa zdefiniowane
w podrozdziale 1.1.
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Najwazniejszy i najczesciej uzywany algorytm dla procesu Markowa losowania
stanow uktadu odkryli Metropolis i wspotpracownicy w 1953 roku [15]. Uktad przechodzac
ze stanu « do o' zmienia swojg energi¢, a problem polega na tym, ze uktad preferuje
mikrostany o nizszej energii. Jesli E; — E, < 0 to nowa konfiguracja jest akceptowana

automatycznie, w przeciwnym przypadku jest akceptowana z prawdopodobienstwem

P(a - a') = Alg EE) (4.1.2)

gdzie A to stala normalizacyjna dobrana tak, aby byt spetniony warunek (4.1.1).

Kluczowa role odgrywaja tu liczby pseudolosowe, a okres ich powtorzen powinien by¢ duzo
wigkszy od ich ilos$ci uzywanej w symulacji.

Strukture i dziatanie tego algorytmu przedstawie na konkretnym przyktadzie i dla jasnosci
w dalszej czeSci tego podrozdzialu wybratam ideowo prosty model Isinga. Dzialanie

algorytmu Metropolisa mozna podzieli¢ na etapy [15]:

Ustalamy temperature T.

Generujemy stan poczatkowy (np. z losowo skierowanymi spinami).
Obliczamy energi¢ uktadu E

Losowo wybieramy jeden z weztéw ukiadu i obracamy w nim spin.
Wyliczamy nowg energi¢ E, i rdznicg energii AE = E, — E,.

Jesli AE <0 akceptujemy nowg konfiguracje.

Jesli AE > 0 generujemy losowa liczbe r o rozkladzie jednorodnym z przedziatu [0;1].

© N o g kr w Db E

Jesli P > r akceptujemy nowa konfiguracj¢ (dotgczamy do zespotu); w przeciwnym
wypadku spin obrocony w punkcie 4 przywracamy do poczatkowego stanu
i oryginalng konfiguracj¢ dotaczamy do zespohu.
9. Powracamy do punktu 4.

Na tak zwany krok Monte Carlo sktadaja si¢ etapy od 4 do 9.

Rodzi si¢ pytanie o to, czy kolejne konfiguracje sg niezalezne. Prawdopodobienstwo
znalezienia kolejnego stanu w n + 1 kroku zalezy od stanu uktadu w kroku poprzednim.
Problem ten rozwigzuje obliczenie funkcji autokorelacji wzdluz S$ciezki zmiany stanow

korzystajac ze wzoru

c:(k)z<X""X”"‘*k>_<x"”> (4.1.3)
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gdzie Xoj= warto$¢ wielkosci termodynamicznej charakteryzujacej uktad w konfiguracji ¢

wylosowanej w kroku j, a $rednie sg wyliczane wzdhiz tej $ciezki. Jezeli do otrzymania
wynikow bedziemy uzywali tylko co k-tego stanu, to kazdy taki stan pojawi si¢
z prawdopodobienstwem w réwnowagowym rozktadzie kanonicznym (Gibbsa), jezeli tylko
k bedzie odpowiednio duze. C jest znormalizowana tak, ze jest rowna 1 dla k=0, gdy
wartosci X sg catkowicie skorelowane i jest rowna 0 dla k na tyle duzego, ze korelacji juz nie
warto$¢ K, po ktorej jest ona odpowiednio mata. Uwaza si¢, ze w calej symulacji zachowanie
tej funkcji jest podobne i pomija si¢ zawsze k mikrostanéw uktadu, zanim wezmie si¢ dany
mikrostan do obliczen wielko$ci termodynamicznych.

Jednak w miarg zblizania si¢ do temperatury krytycznej czas zaniku korelacji (liczba
krokow K) wydtuza sie. Zatem mamy do czynienia ze spowolnieniem Krytycznym, ktore
spowodowane jest zwiekszeniem si¢ zasi¢gu korelacji w tym obszarze temperatur. Pojawia
si¢ coraz wigcej coraz rozleglejszych wysp uporzadkowanych spinéw, wiec musi istnie¢
rozsagdna szansa odwrocenia wszystkich spindw w takiej wyspie, aby otrzyma¢ statystycznie
niezalezng konfiguracj¢. Jest to trudne przy odwracaniu pojedynczego spinu na raz za pomoca
algorytmu Metropolisa i mato prawdopodobne, bo wymaga duzej energii.

Czas autokorelacji zalezy od dlugosci korelacji co wynika z zaleznoSci
T= &7, (4.1.4)

gdzie z to dynamiczny wyktadnik krytyczny i dla modelu Isinga z = 2 dla dowolnego procesu
Markowa, w ktorym spiny odwracane sg pojedynczo. Natomiast & jest dlugoscig korelacji
okreslajaca maksymalny rozmiar fluktuacji w ukladzie. Ta cecha to dynamiczna
uniwersalnos¢. Oczywiscie dlugos¢ korelacji w skonczonym uktadzie nie moze przekraczad
jego rozmiaru L.
Istniejg algorytmy ktore odwracaja cale grupy spindéw, np. algorytm Swendsena-

Wanga [16] i Wolffa [17]. W algorytmie Swendsena-Wanga uktad decyduje o ksztalcie
grupy spinow, tzw. klasteru, ktore sa odwracane jednoczesnie. Jeden krok tego algorytmu
mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacych etapow [16]:

1. Utworzenie wigzania mi¢dzy sgsiednimi rownolegtymi spinami.

2. Losowe usunigcie wigzan z prawdopodobienstwem e*”,

3. Potraktowanie spindw w klasterach jako pojedyncze jednostki.

4. Zorientowanie tych jednostek przypadkowo.
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Procedura powyzsza to pojedynczy krok Monte Carlo. Nalezy zauwazy¢, ze jest
mozliwe, ze wszystkie wigzania zostang usunigta, a wtedy jeden dowolny stan moze przejs$¢
w inny w pojedynczym kroku, czyli spelnione jest kryterium dostepnosci. Ponadto speinia
takze warunek mikroodwracalnosci, gdyz dla pary konfiguracji a i ', ktore transformuja si¢
jedna w drugag w pojedynczym kroku Swendsena-Wanga istnieje droga od o do « przez
dokladnie ten sam diagram wigzan. Jezeli przy przejsciu od « do o' usuni¢to Nn; wigzan,
aw drodze powrotnej n, to stosunek prawdopodobienstw dla tych dwoch drog wynosi
e*mm)B/  Wyrazenie ny-n, oznacza roznice miedzy liczba sasiadujacych par spindw
rownolegltych w konfiguracjach o i ¢, czyli roéznica energii miedzy tymi dwiema
konfiguracjami jest rowna 4J(ni-n,). Zatem stosunek prawdopodobienstwa przejscia w jedng
idruga strone po tej drodze jest rowny e *#&<5) jak tego wymaga kryterium
mikroodwracalnosci.

W tym algorytmie z = 0,35, czyli spowolnienie krytyczne jest w nim mniejszym problemem
niz w algorytmie Metropolisa.

Algorytmem, w ktorym calkowicie wyeliminowano problem spowolnienia
krytycznego, jest algorytm Wolffa, czyli tutaj wykfadnik z ma wartos¢ bliskg lub roéwng zero.
Mozna w nim wyr6zni¢ kolejne etapy [17, 31]:

1. Wylosowanie wezta i w Sieci.
2. Odwiedzenie wszystkich sgsiednich weztow | i dodanie j do klasteru zawierajacego
i Z prawdopodobienstwem

P :l_emin(0,4ﬂJsisj). (4.1.5)

3. Powtarzanie kroku 2 z i rownym po kolei wszystkim j, ktore dotaczyty do klasteru.
4. Powtarzanie kroku 3 tak dlugo az nie bedzie mozna doda¢ nowych weztow.
5. Odwracanie spinow we wszystkich weztach w tak otrzymanym klasterze.

Powyzsza procedura rowniez spelnia kryterium dostepnosci, gdyz zawsze istnieje
niezerowe prawdopodobienstwo tego, ze klaster bedzie zawieral tylko pojedynczy spin,
a odwracanie sekwencji pojedynczych spindw pozwala osiagna¢ dowolna konfiguracje, jak
i kryterium mikroodwracalno$ci. W celu uzasadnienia tego rozwaze dwie konfiguracje a1 o,
ktorych spiny przyjmuja wartosci {Si} i {Si'} oraz ktore przechodza w siebie przez odwrdcenie
pojedynczego klasteru spindéw, ktory zostaje oznaczony przez C. Stosunek

prawdopodobienstw przejScia w obie strony wynosi
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P(OC - OC,) H 1- I:)dodaj (Si ’Sj)

P(Ot' - 06) (ieC jec) 1 — Pdodaj (Silisj I)

= eXplA'ﬂJZ(iec,jec)Sisj J
=exp[- A(E, -E, )}

Prawdopodobienstwa, ze spiny nie dodadza si¢ do krawedzi klasteru, nie redukuja si¢

(4.1.6)

lecz daja czynnik e*” dla kazdej pary (i, j) rownoleglych spinéw na krawedzi i czynnik e*?
dla kazdej pary antyrownolegte;.

Mozna zauwazy¢, ze liczba krokow w algorytmie Wolffa, ktore sg potrzebne do
osiggniecia standw niezaleznych nie zalezy od temperatury. Jednak w miare¢ zblizania si¢ do
temperatury krytycznej powstaja coraz czesciej duze klastery, zatem rosnie liczba operacji,
ktore musza by¢ wykonane w jednym kroku, a co za tym idzie czas obliczen numerycznych
znacznie wydtuza si¢. Warto zauwazy¢, ze Wojtkowiak i Musiat [31] zastosowali algorytm
klastrowy dla 3W modelu Ashkina-Tellera po raz pierwszy w literaturze przedmiotu w 2020
roku, co umozliwilo mi zweryfikowanie zgodno$ci wynikow, ktore wczesniej zostaty
otrzymane z wykorzystaniem algorytmu Metropolisa.

Omowione algorytmy Swensena-Wanga i Wolffa daja dobre wyniki dla szerokiej
klasy uktadow i uzywajac ich mozna przeprowadza¢ obliczenia dla uktadow o duzej dtugosci
korelacji, a liczba krokow Monte Carlo niezbedna do otrzymania statystycznie niezaleznych
wynikow nie jest zbyt wielka. Jednak nie zawsze wielkosci charakteryzujace zachowanie
krytyczne, np. wyktadniki krytyczne, mogg by¢ otrzymane bezposrednio z symulacji.
Niekiedy trzeba przeprowadza¢ symulacje dla réznych temperatur, a fluktuacje
namagnesowania w poblizu temperatury krytycznej stajg si¢ bardzo duze i aby otrzymac
wiarygodne wyniki symulacje powinny by¢ przeprowadzane przez odpowiednio diugi czas.

Zdefiniuj¢ teraz termin kroku Monte Carlo (MCS, od ang. Monte Carlo step) w moich
eksperymentach komputerowych, ktory zwykle jest stosowany w literaturze przedmiotu
i bedzie uzywany w dalszej czgsci mojej pracy. W algorytmie Metropolisa [15] jeden MCS
konczy sie, gdy kazdy z weztow sieci zostal odwiedzony raz (wybierany systematycznie lub
losowo). Oczywiscie zmiana energii oddzialywania pary spindw w ukladzie jest rowna
e 2(K2+Ks) przy odwroceniu pojedynczego spinu. W przypadku algorytmu klastrowego typu
Wolffa jeden MCS jest zakonczony, gdy skumulowana liczba odwroconych spinow w kilku
probkowanych klastrach jest rowna (ewentualnie moze by¢ nieco wigksza) liczbie spindéw

W Sieci.
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4.2. Wstepna lokalizacja punktéw przemian fazowych — kumulanty Bindera

Jednym ze sposobow opisu liczbowego rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych

losowych sg tzw. momenty zmiennych losowych. Najwazniejszym momentem jest warto$¢
oczekiwana zmiennej M, ktora oznacze jako <|V|>, zwana takze wartos$cig przecietng, czy

nadzieja matematyczng. Jest to spodziewany wynik do§wiadczenia losowego przy zalozonym
prawdopodobienstwie p jego wystgpienia. Warto$¢ oczekiwana jest pierwszym momentem

rozktadu danej zmiennej losowej definiowanym jako
(M)=2>"pM;, (4.2.1)

gdzie sumowanie przebiega po mikrostanach, jak we wzorze (1.1.3).
Ogolnie moment rzedu n (gdzie n =1, 2, ...) zmiennej losowej M to wartos¢ oczekiwana n-tej

potegi tej zmiennej

(M") =3 pM. (4.2.2)

llorazy momentéw zmiennej tworzg wielkoSci bezwymiarowe zwane kumulantami. W mojej
pracy do opisu przemian fazowych w 3W modelu AT bede wykorzystywa¢ momenty rzedu n,
ktore bedg wyrazaly n-tg potege parametru porzadku stopni swobody «, gdzie a=s, o
a takze ich iloczynu So, usrednionych po wylosowanych stanach.

Do wstepnego zlokalizowania punktow przemian fazowych dla ustalonych wartosci
stalej sprzezenia K4 wykorzystuje kumulanty Bindera Q. [8] zaadoptowane przez Musiata
i in. dla 3W modelu AT [12] w postaci

N

(M
(M

; 1 (4.2.3)

L

]
-

Qa,L =

I

a

gdzie < M; > 0znhacza n-ty moment parametru porzadku stopni swobody «, « = s, o lub ich

iloczynu sa, usredniony po zespole niezaleznych probek o rozmiarach L x L x L, za§ M, to
$rednia warto$¢ stopnia swobody a przypadajaca na jeden wezet sieci. Analiza tych kumulant
jest pomocna w znalezieniu wstepnej wartosci krytycznej statej sprzgzenia Ko Jesli zostanie
wykreslona krzywa Q. (K3) dla sieci o rozmiarze L, a nastepnie kolejna krzywa Q(K2) dla
sieci 0 mniejszej wartosci rozmiaru L to dla K; < Koc jest Q< Qu, a dla K, > Ky jest
QL > Qv [8]. Dzigki tej wlasnosci nastgpi przeciecie krzywych obu kumulant w poblizu

krytycznej wartosci Kz c.
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Ta metoda pozwala wstgpnie lokalizowa¢ punkty przemian fazowych zaréwno
cigglych, jak i niecigglych, niezaleznie dla kazdego parametru porzadku. Odczytujac przedziat
odcietych punktéw, w ktorych przecinaja si¢ krzywe QL(K3) dla ré6znych rozmiar6w, mozna
wstepnie oszacowac krytyczng warto$¢ statej K, z doktadnoscig rzedu 3 cyfr znaczacych dla
przemian pierwszego rodzaju i do 4 cyfr znaczacych dla przemian ciggtych. Przy czym im
mniejsza warto$¢ ciepla przemiany, tym to 0szacowanie potozenia regionu krytycznego jest
precyzyjniejsze. Niepewnos$ci powinny by¢ tutaj ostroznie szacowane, poniewaz jest to tylko
przyblizone wskazanie obszaru krytycznego [21].

Warto zauwazy¢, ze dla cigglych przemian fazowych warto$¢ kumulanty Q w punkcie
krytycznym, wyznaczana jako Srednia wartos¢ rzednych punktéw, w ktorych przecinaja si¢
krzywe Q(K2) dla r6znych rozmiarow, ma warto$¢ uniwersalng, co pozwala przeskalowac

wyniki uzyskane dla skonczenie rozmiarowych ukladow do granicy termodynamicznej
[12,19].

4.3. Ustalenie charakteru przemian fazowych — kumulanty typu Challi

Do rozr6znienia pomiedzy ciagla i nieciggla przemiang fazowa w uktadach z wieloma
niezaleznymi parametrami porzadku wykazujacymi niezalezne uporzagdkowanie, a takze do
Wwyznaczenia ciepta przemiany i do znacznie lepszego oszacowania krytycznej wartosci statej
sprezenia K, przy ustalonej wartosci stalej K4, wykorzystuje kumulanty typu Challi [5]

zmodyfikowane przez Musiata [4] dla ustalonej wartosci stalej sprz¢zenia Ky, ktore sg postaci:

4
Vi :1_<L>L2'
3(E2),

gdzie < E,">_ oznacza n-ty moment energii wewnetrznej E z calego hamiltonianu H (2.4.2)

(4.3.1)

lub z jednego z jego cztondow dla stopni swobody a (a =S, o lub ich iloczynu so) usredniony
po zespole niezaleznych probek o rozmiarach L x L x L. Pragne podkresli¢, ze tylko
rozpatrywanie energii kazdego z czlonéw hamiltonianu (2.4.2) osobno daje mozliwosé
uzyskania wktadu od poszczegolnych stopni swobody do ciepta przemiany fazowej. Dla
ciaglej przemiany fazowej wartos¢ V,,. = 2/3 w granicy L—oo i pozostaje stata rowniez daleko
od temperatury krytycznej. Za$ dla niecigglej przemiany fazowej zaleznosci V,(K2) maja
wyrazne minima w okolicy K; = Ky ¢ 1, co wigcej, zachodzi [5]
2(E*+E*) ¢

v :1_3(Ef+E2)2 s

o,L—0

(4.3.2)
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gdzie c, to skomplikowane wyrazenie, ktorego warto$¢ nie zalezy od L, ani od Kz, u mnie
wymiar d = 3, przy czym E, :<Ea>(K2 — K2'C|i) W granicy termodynamicznej. Ze wzoru

(4.3.2) wynika, ze W wartos¢ tego minimum V", jak i jego lokalizacja K" skaluja sic
liniowo w funkcji L3, co pozwala mi ekstrapolowaé wartosci tych dwu parametréw do
granicy termodynamicznej. Pierwsza z nich przy wykorzystaniu wzoru (4.3.2) pozwoli
wyznaczy¢ cieplo przemiany fazowej, a druga da znacznie lepsze oszacowanie Krytycznej
warto$ci stalej sprezenia Ky przy ustalonej wartos$ci stalej K4. Nalezy jednak zastrzec, ze wzor
(4.3.2) zostal wyprowadzony przy zalozeniu, ze przemiana fazowa jest slaba
i w konsekwencji P(E) dla obydwu faz uporzadkowanej i nieuporzadkowanej jest sumg
Gaussiandow o rownych wagach statystycznych, dlatego zatamuje si¢ stopniowo przy
przejsciach do silniejszych przemian fazowych. Zasadno$¢ tego zalozenia byla
kwestionowana w literaturze przedmiotu [3,43], dlatego do tej kontrowersji odnios¢ si¢ na
gruncie 3W modelu AT przy interpretacji wynikéw uzyskanych przeze mnie.

Lee i Kosterlitz [3] przyjmujac, ze przemiana fazowa jest silna, wyprowadzili nowe

.. f e s s g min .
wyrazenie arytmetyczne dla warto$ci miniméw kumulant V|

2
. E E '
Va{7l_1n~>oo :g_i( “r— a'] +C_V1 (433)

gdzie c'y jest zlozonym wyrazeniem niezaleznym od L, ani od K, podobnie jak ¢, we wzorze

(4.3.2). Roéwniez ze wzoru (4.3.3) wynika, ze warto$¢ tego minimum V;Tn, jak i jego

lokalizacja K}""skaluja si¢ liniowo w funkcji L3, co pozwala mi ekstrapolowaé wartosci tych

dwu parametrow do granicy termodynamiczne;.

Chociaz wzor (4.3.3) zostal wyprowadzony dla silnych przemian fazowych to jednak
wyniki moich obliczen i ich analizy wskazujg na to, ze daje on poprawne wyniki rowniez dla
stabych przemian fazowych. W tym ostatnim przypadku wyniki otrzymane z wykorzystaniem
wzorow (4.3.2) i (4.3.3) pozostaja zgodne w granicach niepewnos$ci pomiarowych. Nalezy
zauwazy¢, ze rownanie (4.3.3) uzyskali niezaleznie Borgs, Kotecky i Miracle-Sole [43] przy

duzo ogdlniejszych zalozeniach.
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4.4. Przemiany fazowe pierwszego rodzaju — kumulanty typu Lee-Kosterlitza

J. Lee i J. M. Kosterlitz do badania przemian fazowych pierwszego rodzaju oprocz
kumulanty Challi zaproponowali kumulanty U, [3] zmodyfikowane przez nas dla modelu AT
[18]:

Ua’L - <E§>L
<E“>L

gdzie < E,">_ oznacza n-ty moment energii wewnetrznej E z calego hamiltonianu H (2.4.2)

, (4.4.1)

N

lub z jednego z jego czlondéw dla stopni swobody a (a =S, o lub ich iloczynu so) usredniony
po zespole niezaleznych probek o rozmiarach L x L x L. Na wykresie zaleznosci U, (K2)
wykazuja maksima, ktorych wartosci w granicy L — oo dla ciaggtych przemian fazowych

przeskalowuja si¢ do wartosci 1. Dla przemian fazowych pierwszego rodzaju mamy

max (Ea,+ + Ea,— )2 C
o, L—o = 4E E +L_l(Jj! (442)

gdzie ¢, to wyrazenie o skomplikowanej postaci, ktérego wartos¢ nie zalezy od L, ani od Ko.
Podobnie jak przy wzorach (4.3.2) i (4.3.3), warto$¢ tego maksimum U™, jak i jego

lokalizacja K;*skaluja si¢ liniowo w funkcji L3, co pozwala mi ekstrapolowaé¢ wartosci

tych dwu parametréow do granicy termodynamiczne;.

4.5. Wykorzystanie histogramu rozkladu energii wewnetrznej

Wykorzystanie histogramu rozktadu energii w symulacjach typu Monte Carlo
temperaturowych przemian fazowych pierwszego rodzaju w ukladach o skonczonych
rozmiarach LY, gdzie d oznacza wymiar ukladu (tutaj d = 3), z natozonymi periodycznymi
warunkami brzegowymi zostalo rozwigzane na przetomie dekad 1980 i1990 (zob. [1-3]
i prace tam cytowane). Podobnie jak w g-stanowym modelu Pottsa z g rownowaznymi
uporzadkowanymi stanami i jednym nieuporzadkowanym [3], rowniez w 3W modelu AT
zaobserwowalismy charakterystyczny histogram o dwoch pikach w obszarze krytycznym
[18]. To jest pierwsze zastosowanie tej metody do modelu AT w literaturze przedmiotu.
Przyktad otrzymanego przeze mnie histogramu jest zobrazowany na rysunku 4.5.1 dla
parametru K4 = 0,1 przy wartosci K, = 0,18381(6) wyznaczonej przeze mnie jako warto$¢

krytyczna na podstawie analiz zachowania si¢ kumulant typu Bindera [8], Challi [5] i Lee-
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Kosterlitza [3], przedstawionych odpowiednio w podrozdziatach 4.2, 4.3 i 4.4. Maksima tych
pikoOw pojawiajg si¢ przy wartosci energii E,,+ dla stanu nieuporzadkowanego oraz E,,-
dla stanu uporzadkowanego i sg rozdzielone minimum o wartos$ci E, | m Warto zauwazy¢, ze
dla wystarczajaco silnej przemiany fazowej pierwszego rodzaju charakterystyczny histogram
rozktadu energii wewnetrznej w rejonie krytycznym ma dwa piki, za$ dla ciaglych przemian
fazowych mozna zaobserwowaé tylko jeden pik. Praktycznie w catym obszarze badanego
przeze mnie diagramu fazowego, wzdtuz linii APFy, na rys. 2.4.1, kazdy z trzech parametrow

porzadku ma te samg wartos¢ krytyczng Kp.

0.03 prrremres e e e e e e
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Rys. 4.5.1 Charakterystyczny histogram rozkladu energii wewngtrznej o dwdch pikach
w obszarze krytycznym dla 3W modelu AT przy K,;=0,1 i przy wartosci
krytycznej K, = 0,18381(6) dla stopni swobody « opisanych w legendzie. Jak
pokazuje okienko legendy, krzywa oznaczona jako E, przedstawia wykres
prawdopodobienstwa P energii z catlego hamiltonianu H, a pozostate
prawdopodobienstwa energii poszczegélnych czionéw tego hamiltonianu
wskazanych w indeksach dolnych.

Jednak analiza energii catego uktadu nie daje mi wgladu w indywidualne zachowanie
si¢ poszczegolnych stopni swobody ukfadu s, o i ich iloczynu so, wykazujacych niezalezne
uporzadkowanie. Zeby obliczy¢ indywidualny wktad kazdego z tych trzech stopni swobody
ukfadu do ciepta przemiany, zaproponowatam [18] przeanalizowanie takze zachowania
energii oddzialywania poszczegdlnych stopni swobody, czyli energii z kazdego z trzech
cztonow hamiltonianu (2.4.1) osobno.

Technicznie ten histogram wyznaczam dzielac przedziat wszystkich energii E
(w jednostkach kgT) pojawiajacych si¢ w moich eksperymentach komputerowych na mate
podprzedzialy (tutaj na ogét 0 szerokosci 0,001) i program zlicza wystgpowanie energii

W poszczegdlnych podprzedziatach. Nastepnie dzielagc w tym programie otrzymane wartosci
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poszczegdlnych zliczen przez ich sume, czyli ilos¢ krokéw MC, otrzymuje wartosci
prawdopodobienstwa P pojawiania si¢ energii w poszczegdlnych podprzedziatach. Stosownie
do tresci poprzedniego akapitu, oprocz histogramu calej energii uktadu, obliczam takze
histogramy energii poszczegdlnych cztonéw hamiltonianu (2.4.1).

Dzielgc stronami przez ilos¢ krokéw MC wzor (2.1) w pracy [3] po lewej stronie
otrzymuj¢ prawdopodobienstwo wystapienia energii E w uktadzie o skonczonym rozmiarze
L% w postaci

P.(E,B)=Z2"(B LIE,L)e " (4.5.1)

gdzie Z jest sumg stanéw zdefiniowang wzorem (1.1.1), a Q liczbg stanéw o energii E.

Ciekawe wlasnosci wykazuje funkcja —In P.(E,8), ktéra ma minima przy E=E_ ,

rozdzielone maksimum przy E=E, | . Réznica E=E_  oraz E=E, . jest rowna AF(L),

wysokosci  bariery  energii  swobodnej  pomigdzy  stanami  uporzadkowanym
I nieporzagdkowanym, ktora nie zalezy od ilo$ci krokow MC [1, 3]. Przy ciaglych przemianach
fazowych wielko$¢ AF(L) nie zalezy od rozmiaru ukfadu L, natomiast przy przemianie
fazowej pierwszego rodzaju jest rosngcg funkcja L, ktora przy L » & wzrasta proporcjonalnie
do L%?, gdzie ¢ jest dlugoscia korelacji podczas tej przemiany. Wiasno$¢ ta wynika stad,
Ze W poblizu przemiany fazowej pierwszego rodzaju funkcja F(E,L) ma rozwiniecie [1,3]
FE,.L)=Lf (E)+ L + f,(E)+... (4.5.2)
gdzie fo(E) jest przestrzenng energig swobodng majgcg minimum przy E. > E > E_ pozostajac
stalg w tym przedziale, za$ fi(E) jest powierzchniowsg energig swobodng z maksimum
przy wartosci En. Z rownania (4.5.2) wynika, ze funkcja F(E,L) ma dwa minima przy E =
E.(L) oraz E (L) oraz ze
Ei(L) - E;=oL @Y, (4.5.3)
gdzie i = + lub —, a warto$ci energii dla skonczonych uktadow Ei(L) liniowo zblizajg si¢
do przestrzennych wartosci E; w funkcji L™, przy czym zaleznosé (4.5.3), podobnie jak
kumulanta U (4.4.1), zostala wyprowadzona przy zatozeniu, ze przemiana fazowa jest silna
pierwszego rodzaju [1,3]. Dzigki temu moge na podstawie tych wynikow obliczy¢ wprost
ciepto przemiany I
l=E.-E_ (4.5.4)
W uktadach z jednym niezaleznym parametrem porzadku, jak model Isinga, czy Q-
stanowy model Pottsa, zalezno$¢ (4.5.3) zostala wykorzystana jako relacja skalowania
skonczenie-rozmiarowego (zob. np. [1,2,3] i prace tam cytowane). W tych pracach dla modeli
dwuwymiarowych (d =2) potozenia miniméw Ej(L) zaleznosci —In P(E,f) uzyskane dla
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skoiczonych probek w funkcji L™ wykazuja dobra liniowa skalowalno$¢ do granicy
termodynamicznej do wartosci E; znanych z obliczen analitycznych.

Dla sprawdzenia poprawnosci otrzymanych wynikéw wazne bedzie sprawdzenie
W podrozdziale 5.4, czy podobne analizy wykonane dla calej energii uktadu oraz dla energii
oddzialywania trzech stopni swobody uktadu s, oi ich iloczynu so, wykazujacych niezalezne
uporzadkowanie, czyli dla kazdego z trzech cztondéw hamiltonianu (2.4.1) osobno, dadza
spojne wyniki. Dodatkowo sprawdzg, czy beda one zgodne z rezultatami uzyskanymi

Z niezaleznych analiz zachowania kumulant w podrozdziatach 5.1 do 5.3.

4.6. Przetwarzanie réwnolegle

Z powodu ograniczen wydajnosci pojedynczych komputeréw, spowodowanych
skofczong szybkoscig rozchodzenia si¢ sygnatu i dyssypacji energii, dzisiejsze procesory
I pami¢ci komputerow majg architekture rozproszong o coraz wigkszej skali. Pojawia si¢
jednak powazny problem, jak wykorzysta¢ rozproszong moc takich komputerow, gdy
tradycyjna aplikacja z przetwarzaniem sekwencyjnym wykorzysta zaledwie jeden rdzen
procesora, co stanowi bardzo maty procent mocy przetwarzania catego komputera. Tu
Zpomocg przychodzi przetwarzanie rownolegle. Sprzezenie mocy obliczeniowej wielu
dziesigtek, setek czy tysiecy procesoréw, wykorzystujac klastery czy gridy komputerowe,
zwigksza mozliwosci analizy uktadow o skali wickszej o kilka rzedow wielkosci. Zatem
przetwarzanie rownolegle to uzycie rownolegtego systemu komputerowego w celu skrdcenia
czasu rozwigzania pojedynczego problemu, a wykonuje si¢ je na duzych ilosciach danych,
gdy przetwarzanie sekwencyjne wymaga zbyt duzo czasu. Poza tym w przetwarzaniu
sekwencyjnym, aby rozwigza¢ problem obliczeniowy, tworzony jest algorytm, ktory sktada
si¢ z ciggu instrukcji, ktore sa wykonywane, w ustalonej kolejnosci na jednej jednostce
obliczeniowej. Nie mozna wykonywaé wigcej niz jednej instrukcji jednocze$nie — po
ukonczeniu jednej instrukcji, wykonywana jest kolejna. Natomiast w obliczeniach
réwnoleglych, aby rozwigza¢ dany problem, wykorzystuje si¢ wiele jednostek
obliczeniowych jednocze$nie. Mozna tak postapi¢, dzielagc problem na mniejsze, niezalezne
czesci, z ktorych jedna moze by¢ wykonywana niezaleznie od pozostatych. Jesli uda sig
przeprowadzi¢ taki podzial, kazda z czg¢sci moze by¢ wykonana na innej jednostce
obliczeniowej w tym samym czasie co pozostate.

W przetwarzaniu roéwnoleglym mozna wyrdzni¢ multiprocesory, gdy pamigé

operacyjna jest wspoldzielona przez procesory, oraz multikomputery, gdy pamigé jest
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rozproszona pomig¢dzy procesory. W pierwszym przypadku mamy szybka komunikacje przez
wspoldzielone obszary pamigci, a do zrownoleglenia przetwarzania wykorzystuje si¢ watki
wykonujace si¢ wspolbieznie. W drugim przypadku do komunikacji i synchronizacji
réwnolegle wykonujacych si¢ procesow stuzy wymiana komunikatow.

Obecnie standardem dla modelu wymiany komunikatéw jest MPI (od ang. Message
Passing Interface). Jest zbiorem precyzyjnie zdefiniowanych metod, ktore moga by¢
efektywnie zaimplementowane. Standard ten w postaci biblioteki MPI nie obcigza procesora
operacjami kopiowania pamigci umozliwiajac efektywng komunikacje i moze by¢ stosowany
w $rodowisku heterogenicznym. Udostepnia mechanizmy komunikacji punkt-punkt oraz
zbiorowej (dla grup proceséw), moze by¢ uzywany na wielu platformach, tak réwnolegltych
jak 1 skalarnych, bez wigkszych zmian w sposobie dziatania. Aplikacja wykorzystujgca
funkcje (jak w jezyku C) czy procedury (jak jezyku Fortran) biblioteki MPI sktada sie
Z niezaleznych procesoOw wspotbieznie operujgcych danymi. Kazdy proces ma wlasng
przestrzen adresowa, a w standardzie MPI-2 wykorzystanie obszarow pamigci wspotdzielone;j
z jednostronnymi operacjami zapisu i odczytu ($rodowisko biblioteki MPI zapewnia
wzajemne wykluczanie przy tych operacjach) tez jest mozliwe. Poszczegdlne procesy moga
by¢ wielowatkowe.

W eksperymentach komputerowych, w ktérych jako model wykorzystujemy uktad
0 duzym rozmiarze liniowym L, czas obliczen pojedynczej sredniej czgstkowej jest bardzo
dhugi, wiele tygodni, a nawet miesiecy. Jednak nalezy pamicta¢, ze im wickszy jest
rozwazany ukfad tym wuzyskane rezultaty sa blizsze wynikom odpowiadajagcym
makroskopowym systemom i ekstrapolacje otrzymanych wynikow do  granicy
termodynamicznej, wykorzystujace skalowanie skonczenie-rozmiarowe, sa dokladniejsze.
Zastosowanie przetwarzania roOwnoleglego znacznie skraca czas tych obliczen, a obliczenia
rownolegle sg raczej konieczne dla systemow o L >70. Dlatego w naszej publikacji [11]
zaproponowali$my schemat zrownoleglenia, ktory kieruje procesami w symulacjach typu
Monte Carlo uruchamianych w silnie heterogenicznych (réznorodne komputery sktadowe,
Z r6znymi procesorami, albo roéznie obcigzone) systemach komputerowych. Rozwazalismy
dwuwymiarowy model Isinga na sieci kwadratowej w stalym, jednorodnym polu
magnetycznym. Zgodnie z tym schematem system byt doprowadzany do stanu rOwnowagi
niezaleznie w kazdym rownolegtym procesie, a do tego celu stosowane bylo wygrzewanie
dlugosci rzedu 10° krokéw Monte Carlo. Stosowalismy rozne zestawy liczb losowych
w kazdym rownolegltym procesie, gdyz tylko wtedy srednie czastkowe mozna traktowac jako

niezalezne.
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Przyspieszenie obliczen u jest definiowane jako

t
u :tsi, (4.6.1)

par
gdzie ter 1 tpar to odpowiednio czasy przetwarzania sekwencyjnego i rownoleglego. My
uzyli$my takiej liczby procesow p, ktora byla catkowitym dzielnikiem liczby $rednich
czastkowych k. Dzigki temu w kazdym rownoleglym procesie zostata uzyta ta sama liczba
$rednich czastkowych i kazdy rownolegly proces byl obcigzony jednakowo, czyli k = ip.
Jezeli zalozymy, Zze nie ma opoznien migdzy réwnolegltymi procesami, to przyspieszenie
powinno by¢ wyrazone wzorem

u= % , (4.6.2)
gdzie tp to czas potrzebny do doprowadzenia systemu do stanu roOwnowagi, a t; to czas
obliczen jednej $redniej czastkowej obliczanych wielkosci. Zwykle to = t; zatem otrzymamy

1+ip

= , 4.6.3
) 1+i ( )

Idealne przyspieszenie u = p uzyskujemy, gdy i, wyrazone jako stosunek liczby $rednich
czastkowych do liczby procesow, bedzie duzo wieksze od jednosci.

Na wykresie 4.6.1 [11] przedstawiona zostala zalezno$¢ przyspieszenia obliczen od
liczby réwnolegtych proceséw — uzyskane rezultaty to ciggla linia, a idealne przyspieszenie
dla u = p przedstawia przerywana linia. Kropkowane linic pokazujg ilo$¢ procesorow
W poszczeg6dlnych systemach komputerowym objasnionych w okienku legendy, ktore
stanowia naturalng granic¢ ich przyspieszenia. Przyczyna odstepstwa od idealnego
przyspieszenia (wynikajacego ze zwigkszenia liczby procesow) jest to, ze czesé
komputerowego czasu w kazdym roéwnolegtym procesie (doktadnie jest to czas obliczania w =
5 $rednich czgstkowych) jest zuzywana na niezalezne wygrzewanie systemu. Dla matych p na
ciggtej linii wida¢, ze opoznienie bylo niewielkie podczas tych obliczen, bo zmniejszenie
przyspieszenia w poréwnaniu z idealnym przyspieszeniem bylo glownie efektem
zmniejszenia stosunku liczby krokéw Monte Carlo zuzytych do obliczen $rednich
czastkowych do liczby krokow zuzytych w wygrzewaniu. To jest wyraznie widoczne dla
punktu z p = 45, dla ktorych tylko 10 srednich czastkowych byto obliczanych, a wygrzewanie
zabralo az W = 5 czasow obliczania Sredniej czastkowej, czyli 1/3 wszystkich krokéw Monte
Carlo w procesie. Stad im mniej $rednich czastkowych tym gorsza skalowalnos¢ symulacji

(czyli podzielnos¢ obliczen pomiedzy rownolegle procesy).
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Nieregularne krzywe na wykresie 4.6.1 pokazuja wptyw liczby procesorow i réznych

rozmiarow

symulowanych uktadow L podanych w

legendzie na zalezno$¢ u(p).

Przyspieszenie zwigksza si¢ ze wzrostem liczby proceséw p, kiedy p nie przekracza liczby

procesorow. Zatem, zeby mie¢ duze przyspieszenie obliczen U i efektywnos$¢ obliczen

E = u/p, kazdy sposrod p rownoleglych proceséw powinien spetnia¢ warunek k/p >> w.

przyspieszenie u

Rys. 4.6.1 Zalezno$¢ przyspieszenia od
i rozmiar uzytej sieci Isinga sg podane w legendzie.

W  eksperymencie
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systemie

rozproszonym, uzywajac coraz wigcej procesorow, mozemy rozwazac¢ duze fizyczne systemy

co prowadzi do wzrostu wiarygodnosci ekstrapolacji do granicy termodynamicznej

uzyskanych rezultatéw, jak i przyspiesza czas obliczen.
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5. Wyniki dla tréjwymiarowego modelu Ashkina-Tellera

Gléwnym przedmiotem moich badan byly przemiany fazowe pierwszego rodzaju
wzdluz linii APF,F oraz FyG diagramu trojwymiarowego modelu Ashkina-Tellera
zilustrowanego na rys. 2.4.1, ktore byly sygnalizowane w literaturze [4,7,10] jako nieciagle.
Wyniki badan zostaly otrzymane dzigki rozbudowanym przeze mnie eksperymentom
komputerowym przeprowadzonym przede wszystkim na platformach obliczeniowych
Poznanskiego Centrum Superkomputerowo-Sieciowego, jednak uruchomienia testowe i dla
mniejszych rozmiar6w badanego ukladu wykonywatam na multikomputerze armada Zaktadu
Fizyki Materialow Funkcjonalnych (przed 2020 rokiem Zaktad Fizyki Komputerowej, od
kilkunastu do 24 rdzeni na poszczegdlnych weztach) oraz na multikomputerze duzej mocy
cluster0 Wydziatu Fizyki UAM (320 rdzeni).

Jak opisatam w rozdziale 4, w programie komputerowym umieszczatam
przedmiotowy model uktadu fizycznego iobserwowalam jego zachowanie w réwnowadze
termodynamicznej. Rownowagowe konfiguracje probek o skonczonych rozmiarach L x L x L
(gtowniel6 < L < 32) byly generowane dla ustalonych wartosci parametrow modelu przy
uzyciu algorytmu Metropolisa oraz generatorow liczb (pseudo)losowych. Jednak moje wyniki
zostaly sprawdzone przez Wojtkowiaka i Musiala z uzyciem algorytmu klastrowego typu
Wolffa [31], ktorych wyniki sg w pelni zgodne z otrzymanymi przeze mnie [61]. Na uktad
byty natozone periodyczne warunki brzegowe i stosowatam wygrzewanie o dlugosci rz¢du
10° do 10° krokéw MC, by doprowadzi¢ ukltad do stanu réwnowagi termodynamicznej. Jak
zdefiniowatam to w podrozdziale 4.1, jeden MCS oznacza jednokrotne odwiedzenie kazdego
wezta sieci. Aby uzyska¢ miare rozrzutu statystycznego wynikow, kazdy przebieg symulacji
MC byt podzielony na n (przewaznie 6 < n < 20) segmentow zwanych srednimi czastkowymi,
ktére zawieraty okolo 107 krokéw MC. Przy obliczaniu tych $rednich czastkowych tylko co k-
ty krok MC byl uwzgledniany (gtéwnie 8 < k < 10), aby uniknaé korelacji pomig¢dzy
losowanymi mikrostanami spindw w ukladzie iaby losowa¢ mikrostany z rozkladem
prawdopodobienstwa Gibbsa, co jest w pelni wystarczajace, jak to objasnitam w podrozdziale
4.1. Jeden przebieg mojego eksperymentu komputerowego MC trwat od 20 godzin dla
najmniejszych L do kilku miesiecy do najwigkszych L i aby uzyska¢ wyniki w rozsadnym
czasie zastosowalam przetwarzanie rownolegle, ktorego szczegdly przedstawitam

w podrozdziale 4.6.
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Jak pisalam we wprowadzeniu, pierwsze systematyczne zbadanie diagramu
fazowego 3W modelu AT na sieci szesciennej W 1980 roku zawdzigczamy Ditzian i in. [10].
Chociaz wykorzystali oni krotkie rozwinigeia potegowe i symulacje Monte Carlo (MC)
Z bardzo malymi probkami, jednak byli w stanie naszkicowac przyblizony diagram fazowy.
Jest on waznym punktem odniesienia, ale ich wyniki sg niejednoznaczne. Linia AP diagramu
fazowego byla przedmiotem pierwszych dokladniejszych badan Arnolda i Zhanga [7], ktorzy
sygnalizowali, ze zblizajac si¢ do punktu A model AT przejawia slabe przemiany fazowe
pierwszego rodzaju, z dowolnie malg iloScig ciepla przemiany dla kazdego z trzech
parametrow porzadku <s>, <¢>, <s¢> wykazujacych niezalezne uporzadkowanie. Glownym
celem mojej pracy doktorskiej bylo zastosowanie eksperymentu komputerowego do
wyznaczenia ciepla przemian fazowych zachodzacych migdzy punktem Isinga (punkt A),
przez punkt Pottsa P i bifurkacji Fy, az do punktow trojkrytycznych F i G diagramu 3W
modelu AT przedstawionego na rysunku 2.4.1 i omoéwionego w podrozdziale 2.4. Badania
rozpoczegtam od wstepnego zlokalizowania punktow przemian fazowych, czyli 0szacowania
krytycznej wartosci stalej sprzezenia K, przy ustalonej wartosci stalej sprzezenia Ky

W rozwazanym rejonie diagramu 3W modelu AT.

5.1. Wstepna lokalizacja punktéw przemian fazowych 2z wykorzystaniem

kumulant Bindera

Najpierw dokonatam wstepnej lokalizacji zaleznych od temperatury punktow
przemian fazowych wzdhuz linit APF,F oraz F,G przy ustalonej wartosci stalej sprzezenia K4
z wykorzystaniem kumulant Bindera Q... W eksperymencie komputerowym obliczatam
wartos$ci kumulant Q,,. ze wzoru (4.2.3) dla kazdego z trzech parametrow porzadku (&) (« =
S, o lub so), a nastgpnie wykreslatam zaleznosci Q. (Kz) przy ustalonej wartosci stalej

sprzezenia K4 dla réznych rozmiarow uktadu L. Zaleznosci Q,,(K2) przecinaja si¢ w okolicy
krytycznego punktu K;c poniewaz dla Ko< Kyc i Li< L, mamy Qa,L1 >Qa,L2, podczas gdy

przy Ko>Kzc wystepuje Qg r, < Qqr, [8,12,19,20]. Odczytujac odcigta wspoirzedne;j
punktu przeci¢cia si¢ krzywych dla roznych rozmiaréw mozna wstepnie 0szacowaé Krytyczng
warto$¢ statej K, z dokfadnoscig rzedu 3 (dla przemian pierwszego rodzaju) do 4 cyfr
znaczacych (dla przemian cigglych). Im mniejsza warto$¢ ciepta przemiany tym ta
doktadnos$¢ jest wigksza. Ta metoda pozwala lokalizowa¢ punkty przemian fazowych

zarowno ciagglych, jak inieciggtych, niezaleznie dla kazdego parametru porzadku <o>
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Zz a=S5s, ol so. Rezultaty dla spinéw S | o sg praktycznie identyczne ze wzglgdu na symetri¢

hamiltonianu (2.4.2).
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Rys. 5.1.1 Przeciecia zalezno$ci kumulant Bindera Q. (K2) przy K;=0,1 dla spinow s (lewa
strona) i iloczynu spindbw So (prawa strona). Dolny rysunek pokazuje powigkszenie
samego obszaru, w ktorym krzywe Qs (K;) przecinaja si¢ przy K, = 0,02 dla spinow .
Niepewno$ci sa rzedu wielkosci symboli 1 dla czytelnosci wykresow zostaly
pominiete. Wartosci rozmiaru uktadu sg podane w okienkach legend.
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Rys. 5.1.2 Przecigcia zaleznosci kumulant Bindera Q,,.(K;) przy K,= 0,157 dla spinéw s (lewa
strona) 1 iloczynu spindw So (prawa strona). Niepewnosci rzedu wielkosci symboli
dla czytelnosci wykreséw zostalty pominigte. Wartodci rozmiaru uktadu sg podane

w okienku legendy.
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Przyktadowo dla bardzo stabej przemiany fazowej pierwszego rzedu przy ustalonej
warto$ci parametru K4 = 0,1 z przecigcia krzywych dla 16 < L <28 wyznaczylam krytyczng
warto$¢ Ky c=0,1839(4) dla spindw s (lewy rys. 5.1.1) i zgodng w granicach niepewnos$ci
warto$¢ Kpc=0,1838(4) dla spinow So (prawy rys. 5.1.1). Natomiast dolny rys. 5.1.1
pokazuje powigkszenie rejonu przecig¢ krzywych Qs (Kz) przy Ks=0,1. Podobnie dla
silniejszej przemiany fazowej pierwszego rodzaju przy wartosci parametru K,= 0,157
116 < L <26 otrzymatam dla spindéw S I So jednakowe wartosci Kpc=0,1571(10) (rys.
5.1.2). Przy wigkszej ilosci ciepta przemiany oszacowana warto$¢ ma wigksza niepewnosc,
zgodnie z oczekiwaniami [4,21]. Jak zaznaczylam w podrozdziale 4.2, niepewnosci powinny
by¢ tutaj szacowane ostroznie, gdyz jest to tylko przyblizone wskazanie obszaru krytycznego
[21]. Spiny s i o ze wzglgdu na symetri¢ w hamiltonianie (2.4.2) wykazuja praktycznie
identyczne przebiegi. Dla konkretnej wartosci K, 0szacowane wartosci Koc dla kazdego
z trzech parametréw porzadku (@) (a = S, o lub so) sa zgodne w granicach niepewnosci
wzdtuz catej linii APFp,.

Sama obecno$¢ minimow w przebiegu Q(K2), ktore sg widoczne na rys. 5.1.115.1.2,
moze sygnalizowa¢ mozliwos$¢ przemiany pierwszego rodzaju, ale nie jest rozstrzygajacym
Kryterium, ze mamy do czynienia z takg przemiang, CO jest sugerowane w literaturze [8,24].
Ta metoda pozwala lokalizowa¢ punkty przemian fazowych zaroéwno -ciagglych, jak

i nieciggtych.

5.2. Analiza zachowania uogélnionych kumulant typu Challi i jej ograniczen

W eksperymencie komputerowym obliczam takze wartosci kumulant typu Challi
VL Ze wzoru (4.3.1) niezaleznie dla kazdego parametru porzadku (@) z a =S, oi Sooraz dla
calego uktadu. Wykreslam zaleznosci V,(K2), by zlokalizowa¢ charakterystyczne lokalne
minima (rys. 5.2.1), ktore sg wyraznie obserwowane w uktadzie 0 wigkszym rozmiarze L,
tutaj dla L>20. W przypadku mniejszych uktadow na wykresie V, (K;) pojawia si¢ tylko
punkt przegiecia. To specyficzne zachowanie kumulant typu Challi nalezy przypisa¢ stabym
przemianom fazowym pierwszego rodzaju i tak dla K;=0,01, gdzie spodziewamy si¢
mniejszej warto$ci ciepta przemiany, minima sa obserwowane dopiero dla L > 28. Zasada ta
jest rowniez spelniona, gdy wartosci ciepta przemiany sa wieksze: dla K, = 0,03 te minima
zaczynaja si¢ od L =22, dla K, = 0,04 od L =20, dla K, = 0,05 od L =18, a dopiero dla
K;=0,06 od L = 16.
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Rys. 5.2.1 Charakterystyczne minima zaleznosci kumulant V, (K,) spinow s dla prébek
0 réznych wartosciach L >16 przy K,=0,02 [22]. Symbolami oznaczylam
wyniki moich eksperymentéw komputerowych. Okolice minimoéw zostaty
przyblizone wielomianem 4. stopnia dla precyzyjniejszego ustalenia jego
wspohrzednych. Niepewnos$ci sg rzedu wielko$ci symboli idla przejrzystosci
rysunku zostaty pominig¢te.

Dla K4=0,1 minima s3g juz wyrazne nawet dla matych L (rys. 5.2.2), co moze by¢ waznym
sygnalem obecnosci ciepta przemiany, ale nie tego dowodem. Aby zweryfikowac te obecno$é
trzeba przeskalowa¢ wartos$ci tych miniméw do granicy termodynamicznej. Natomiast dla
K4 = 0,157 wida¢ znacznie wigkszy rozrzut statystyczny wynikow i niepewnosci, rosng one ze
wzrostem rozmiaru probki L, gdy zachowa si¢ t¢ samg liczbe krokow MC (rys. 5.2.3), co jest

zgodne z oczekiwaniami [8,21].
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Rys. 5.2.2 Charakterystyczne minima kumulant typu Challi Vs, (K) dla spinéw s (lewa strona)
i iloczynu spindow So (prawa strona) dla probek o roznych wartosciach L przy
K;s=0,1. Symbolami oznaczytam wyniki moich eksperymentéw komputerowych.
Okolice miniméw zostaly przyblizone wielomianem 4. stopnia dla precyzyjniejszego
ustalenia jego wspolrzgdnych.
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Rys. 5.2.3 Charakter;styczne minima kumulant typu Challi V., (K;) spinow s (lewa strona)
i iloczynu spindéw So (prawa strona) dla probek o réznych warto$ciach L podanych
w okienkach legendy przy K,;=0,157. Symbolami oznaczylam wyniki moich
eksperymentow  komputerowych.  Okolice miniméw  zostaly przyblizone
wielomianem 4. stopnia dla precyzyjniejszego ustalenia jego wspotrzednych. Aby
zachowac przejrzystos¢ rysunku naniostam tylko przykladowe niepewnosci.

Analizujac wyrazenie asymptotyczne (4.3.2) [5] w podrozdziale 4.3 zwrécitam
uwage, ze wartoci tego minimum V", jak i jego lokalizacje K[ skaluja si¢ liniowo
w funkcji L. To pozwala ekstrapolowaé wartosci tych dwu parametrow do granicy

termodynamicznej z wykorzystaniem regresji liniowej. Wartosci krytyczne Va”?[”, i K;'fizr'to

wspotrzedne punktow przecigcia linii cigglych na wykresach VarTn (L_3) i K (L’B) Z osig
rzednych. Przechodzac przez shupki niepewnosci zaznaczone na rysunku 5.2.4 przerywane
linie sg odchylone od uzyskanych z regresji liniowej linii ciggtych maksymalnie ku gorze i ku
dotowi, a punkty ich przeci¢¢ z osig rzednych pozwalajg wyznaczy¢ niepewno$ci wartosci
v

Jak podkreslitam w podrozdziale 4.3, gdy wartos¢ V(;‘Oion z uwzglednieniem jej
niepewnos$ci pozostaje mniejsza od 2/3, to przemiana fazowa jest nieciggta. Dla Ks=0,1

wartos$cCi V;]Lion dla poszczegdlnych parametrow porzadku sa mniejsze od 2/3, co pokazuje rys.

5.2.4, chociaz uzyskane przeze mnie wartosci VST(E” =0,5474(24), V™" =0,6236(20) wraz z

So,®
ich niepewnos$ciami lezg blisko granicznej wartosci 2/3. Zatem wykazalam, ze przy K;= 0,1

mamy do czynienia ze staba przemiang pierwszego rodzaju. Natomiast dla K= 0,157

uzyskatam warto$Ci V:C:n =0,244(10)i V."" =0,245(10) . Wartosci te istotnie r6znig si¢ 0od

SO,
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2/3 (rys. 5.2.5), czyli w tym punkcie z pewnoscig zachodzi silna przemiana fazowa

pierwszego rodzaju.
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Rys. 5.2.4 Warto$ci miniméw kumulant typu Challi me:n , ktore sg pokazane na rys. 5.2.2, dla
spinéw s (lewy wykres) i iloczynu spinow so (prawy wykres) ekstrapolowane do
granicy termodynamicznej przy pomocy regresji liniowej (linie ciaggle) dla statej
sprzezenia K,= 0,1. Znaczenie linii przerywanych objasnitam w tekscie.
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Rys. 5.2.5 Wartosci miniméw kumulant typu Challi me:n , ktore sa pokazane na rys. 5.2.3,

dla spinow s (lewy wykres) i iloczynu spindow So (prawy wykres) ekstrapolowane
do granicy termodynamicznej przy pomocy regresji liniowej dla wartosci
K4=0,157. Znaczenie linii przerywanych objasnitam w tekscie.

Dopasowywanie wielomianu niskiego stopnia (na rys. 5.2.2, 5.2.3 jest to wielomian
4. stopnia) w najblizszej okolicy minimow kumulant V, uérednia rozrzut statystyczny
i wyniki dobrze ukladaja si¢ wzdtuz linii prostej w funkcji L™ dla odpowiednio duzych
uktadow (tutaj dla L>16), jak to przewiduje teoria [4, 5].
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Dysponujac  warto$ciami V;f[”ekstrapolowanymi do granicy termodynamicznej
(rysunki 5.2.4 i 5.2.5) cieplo przemiany poczatkowo wyznaczylam ze zwigzku (4.3.2)
I metody zaproponowanej przez Musiata [4] przy K4 < 0,1, czyli dla stabych przemian. Byly
to pierwsze dokladniejsze i1 systematyczne badania wykonane ta metoda. Warto$¢ E, -
szacowatam  wykre$lajagc  obwiednie  przebiegow  E,(K2) po  stronie  fazy
wysokotemperaturowej dla probek o skonczonych rozmiarach przy ustalonej wartosci K4, jak
objasnitam na rys. 5.2.6, gdyz z ponizej przedstawionych ekstrapolacji polozen minimow
kumulant V i potozen maksiméw kumulant U do$¢ precyzyjnie ustalitam krytyczng warto$é
Kz po stronie fazy uporzadkowanej, ktora na rys. 5.2.6 zaznaczylam pionowa kropkowang
linig. Porownujac wartosé Va"’]in z pierwszym czlonem prawej strony wzoru (4.3.2) i uzywajac
0szacowanej wyzej wartosci E,+ obliczylam warto$¢ E, . WartoSci ciepta przemiany |,
uzyskane jako roznica E,+ 1 E,_ w jednostkach ksT sg przedstawione w tabeli 5.2.1 dla
spindw S i dla okreslonych w pierwszym i w trzecim wierszu warto$ci stalej sprz¢zenia K.

Chociaz takie obliczenie skokowej zmiany energii z E,+ na E,  w granicy
termodynamicznej podczas przejscia z fazy wysokotemperaturowej do fazy
niskotemperaturowej moze wydawac si¢ nieprecyzyjne, to jednak umozliwia ono zaréwno
obliczenie wartosci E,+ i E,-, jak rowniez jakosciowa weryfikacje polozenia tego skoku
energii na tle przebiegu zaleznosci E, | (K). Warto$¢ tego oszacowania podnosi fakt, ze tak
obliczone wartosci E,_ oraz |, stabo zalezg od precyzji oszacowania wartosci E+ 1 zmieniaja

si¢ dopiero na trzeciej cyfrze znaczace;j.

Tab. 5.2.1 Ciepto przemiany |, obliczone z analiz zaleznosci kumulant V, (K;) dla a =s (lub o)
i dla okreslonych w pierwszym i trzecim wierszu wartosci statej sprzgzenia Ky Czg$é
wynikoéw uzyskanych przeze mnie jeszcze w trakcie analiz byly przedmiotem naszej
publikacji konferencyjnej [22].

Kq 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
I/(ksT) | 0,0016(55) | 0,0030(51) | 0,0058(21) | 0,0112(19) | 0,0174(12)
Kq 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
I/(keT) | 0,0269(12) | 0,0391(11) | 0,0539(12) | 0,0734(9) | 0,0895(7)

Wyniki przedstawione w tabeli 5.2.1 jednoznacznie dowodza, ze kiedy zblizamy si¢
do punktu Isinga A (zob. diagram fazowy na rys. 2.4.1) potozonego w K, =0 dla dodatnich

warto$ci K, temperaturowe przemiany fazowe spinow s and o z fazy uporzadkowanej
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ferromagnetycznie do nieuporzadkowanej sa pierwszego rodzaju. Podobne wnioski
otrzymatam dla parametru porzadku so oraz dla catego uktadu, gdy do wyznaczania warto$ci

kumulant V. i U, bralam energi¢ calego hamiltonianu (2.4.2), czyli dla o = H.

e e
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Rys. 5.2.6 Szacowanie wartoSci energii wewnetrznej E,. W punkcie Kkrytycznym
zaznaczonym pionowa przerywang linig po stronie fazy wysokotemperaturowej
za pomoca obwiedni krzywych E,, (K) wyrdznionej kolorem zielonym dla « =
s i dla prébek o skonczonych rozmiarach L podanych w okienku legendy przy
Ks=0,1. Wartos¢ E, .+, ktora zaznaczytam znakiem X, stanowi punkt przecigcia
obwiedni z pionowa linig przerywana.

W 3W modelu AT mamy trzy czlony w hamiltonianie (2.4.2) i kazdy z nich
przedstawia energi¢ oddziatywania E, w obrebie jednego parametru porzadku (&) (e =S, o
lub so) wykazujacych niezalezne uporzadkowanie. Do analiz mozna wzigé cala energie
ukfadu, czyli caty hamiltonian, iwtedy zachowanie kumulant V. (K;) pozwoli opisaé
uporzadkowanie, jak 1 wyznaczy¢ cieplo przemiany fazowej catego ukladu, ale bez
mozliwosci opisu zachowan i1 wkladu od poszczegdlnych parametrow porzadku (o).
Natomiast gdy do obliczen brany jest tylko jeden czlon energii E, wowczas z wlasnosci
kumulant V, (K;) mozliwy jest opis zachowania, jak iwyznaczenie wkiadu do ciepta
przemiany fazowej, kazdego z tych stopni swobody uktadu z osobna. W tabeli 5.2.2 ciepto
przemiany dla poszczegdlnych parametrow porzadku oznaczone jest jako Is, ls ilss.
Szczegodlnie warta uwagi jest bardzo duza zgodno$¢ wartosci ciepta przemiany uzyskanego po

zsumowaniu jego wartosci otrzymanych dla poszczegolnych parametrow porzadku (kolumna
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czwarta wtabeli 5.2.2) z wartoscig ciepta przemiany uzyskanego dla catego ukladu Iy
(kolumna pigta w tabeli 5.2.2).

Tab. 5.2.2 Ciepto przemiany |, w jednostkach kgT dla stopni swobody « opisanych w pierwszym
wierszu tabeli, jak i dla catego uktadu (= H), dla warto$ci stalej sprzezenia Ky= 0,1
i dla K;=0,18. Cz¢é¢ wynikdow uzyskanych przeze mnie jeszcze w trakcie analiz byty
przedmiotem naszej publikacji [60].

K, ls (lub 1) lso Is + 15+ lso IH
0,10 0,0895(7) 0,0425(6) 0,2215(20) 0,2215(12)
0,18 0,09477(30) | 0,1283(12) 0,31784(72) 0,31784(12)

Analizy dla silnych przemian fazowych z wykorzystaniem asymptotycznego
wyrazenia (4.3.2) Challi i in. [5] mogtam prowadzi¢ tylko dla stabych przemian z K4 < 0,1,
a dla silniejszych przemian te analizy zalamuja si¢, co wynika z wlasno$ci wyrazenia po
prawej stronie tego wzoru. Jak napisatam w podrozdziale 4.3, wzor ten zostat wyprowadzony
przy zalozeniu, ze przemiana fazowa jest staba iw konsekwencji P(E) dla obydwu faz
uporzadkowanej 1 nieuporzadkowanej jest sumg Gaussianbw o roéwnych wagach
statystycznych, dlatego zalamuje si¢ stopniowo przy przejsciach do silniejszych przemian
fazowych. Zasadno$¢ tego zalozenia byla kwestionowana w literaturze przedmiotu [3, 43],
jednak w moich badaniach stwierdzitam, ze zatozenie Challi i in. moze by¢ w pewnym
stopniu uzasadnione, gdyz im mniej ciepta przemiany, tym bardziej symetryczne stajg si¢
obydwa piki histogramu energii.

Z kolei asymptotyczne wyrazenie (4.3.3) zostalo wyprowadzone przez Lee
i Kosterlitza [3] bez tego zalozenia, jednak dla silnych przemian fazowych pierwszego
rodzaju. Jednak moje analizy prowadzone w oparciu o wzor (4.3.3) pokazuja, ze daje ono
poprawne wyniki réwniez dla stabych przemian fazowych, ktore sa zgodne z wynikami
otrzymanymi na podstawie asymptotycznego wzoru Challi (4.3.2). Istotng wskazowka jest
tutaj fakt, ze rownanie (4.3.3) uzyskali niezaleznie rowniez Borgs, Kotecky i Miracle-Sole
[43], jednak uczynili to przy duzo ogolniejszych zatozeniach.

Odciete Kj""zaleznosci V, ;(K,) dla stopni swobody « = s, o oraz iloczynu so przy
stalej wartodci stalej sprezenia Ki skaluja sie liniowo w funkcji L®, co pozwala mi
ekstrapolowa¢ wartosci tych miniméw do granicy termodynamicznej i1 ustali¢é warto$¢
krytyczna szotﬂo »» ktora lokalizuje punkty przemiany fazowej. Wartosci otrzymane

z wykorzystaniem kumulant typu Challi sa zgodne w granicach niepewnosci z krytycznymi
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warto$ciami K,c okreslonymi przeze mnie w podrozdziale 5.1 z wykorzystaniem kumulant
Bindera Q.. i metody przeci¢é¢. Przykladowo przy K, =0,1 dla stopni swobody a = s
krytyczna warto$¢ stalej sprzezenia K, otrzymana przeze mnie z wykorzystaniem kumulanty
Vs wynosi 0,18387(8), za$ z wykorzystaniem kumulanty Qs jest réwna 0,1839(4), jak

podatam w podrozdziale 5.1.
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Rys. 5.2.7 Przeciecia zalezno$ci Qs (K2) przy K4 = 0,13 dla spindéw s. Dla przejrzystosci
rysunku zaznaczytam tylko wybrane niepewnosci.
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Rys. 5.2.8 Odcigte potozen miniméw zaleznosci VST" (K,) ekstrapolowane do granicy
termodynamicznej z wykorzystaniem regresji liniowej przy K, = 0,13 dla spinow
S. SposOb poprowadzenia przerywanych linii wyznaczajacych niepewno$¢
ekstrapolowanej wartosci zostal omowiony w tekscie podrozdziatu 5.1.

Warto zauwazy¢ istotnie wieksza precyzje ustalenia krytycznej wartos$ci stalej
sprzezenia K?:S =0,17024(6), przy ustalonej przyktadowej wartosci K,;=0,13

z wykorzystaniem skalowania skonczenie-rozmiarowego dla odcietych minimoéow kumulant

58



typu Challi (rys. 5.2.8) w stosunku do wartosci 0,1703(2) uzyskanej z przeci¢¢ zalezno$ci
kumulant Bindera Qs,. od stalej sprzezenia K, (rys. 5.2.7).

5.3. Wykorzystanie kumulant typu Lee-Kosterlitza i analiza zakresu ich stosowalnoSci

W moich eksperymentach komputerowych obliczatam takze warto$ci kumulant typu

Lee-Kosterlitza U, dla poszczegdlnych parametrow porzadku (), ze wzoru (4.4.1), ktore do
programu obliczeniowego wprowadzil Z. Wojtkowiak, ktory takze powtdrzyt czes¢ moich
obliczen glownie dla zweryfikowania poprawnosci dzialania programu. Analogicznie jak
opisatam w poprzednim podrozdziale dla kumulant Challi V, wykreslatam zaleznosci U, (K2)
(rys. 5.3.1, 5.3.2), by zlokalizowa¢ charakterystyczne lokalne maksima. Warto tu
przypomnie¢, ze W granicy L — o dla cigglych przemian fazowych wartosci tych maksimow
przeskalowuja si¢ do wartosci 1.
Podobnie jak dla kumulant typu Challi, ekstrapolowatam do granicy termodynamicznej
rzedne maksimow U, (K7), ktorych przyktady pokazatam na rys. 5.3.1 15.3.2, zgodnie ze
wzorem (4.4.2). Na wykresach U, (K;) przedstawionych na rys. 5.3.3 obliczytam, ze rzgedne
maksimow spindéw s dla K4 = 0,1 w granicy termodynamicznej przeskalowuja si¢ do warto$ci
nieznacznie wiekszej od 1 z uwzglednieniem niepewnoséci, a dla K;= 0,157 do wartosci
1,26(1), wartosci istotnie roznej od 1. Zblizone wyniki uzyskatam dla iloczynéw spindow So.
Zatem roéwniez z tych danych wynika, ze mamy do czynienia z przemianami fazowymi
pierwszego rodzaju, przy czym dla K, = 0,1 s3 to stabe przemiany fazowe, za$ dla K, = 0,157
silne. Mozna zauwazy¢ ze proba odroznienia przemian fazowych ciggtych 1 nieciggtych
przeprowadzona z wykorzystaniem kumulant typu Lee-Kosterlitza i typu Challi doprowadzita
do tych samych wnioskow. Chociaz te dane z moich eksperymentéw komputerowych sa
obarczone wigkszymi niepewno$ciami, to stanowig one wazne potwierdzenie wynikow
otrzymanych za pomoca kumulant typu Challi V.

Mimo, ze J. Lee iJ. M. Kosterlitz wykorzystywali kumulante U tylko do badania
silnych przemian fazowych pierwszego rodzaju [3], ja w moich badaniach z sukcesem
stosowalam t¢ wielko$¢ fizyczng zardéwno do badania stabych, jak isilnych przemian
fazowych pierwszego rodzaju, podobnie jak w poprzednim podrozdziale dla kumulant typu

Challi V, chociaz tutaj nie mamy wyprowadzenia przy bardziej ogélnych zatozeniach.
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Rys. 5.3.1 Charakterystyczne maksima kumulant typu Lee-Kosterlitza U, (K») dla « = s (lewy
wykres) i spindow so  (prawy wykres) dla probek o roéznych warto$ciach L
wskazanych w legendach przy K,;=0,1. Symbolami oznaczytam wyniki moich
eksperymentow  komputerowych. Okolice minimoéw zostaly przyblizone
wielomianem 4. stopnia dla precyzyjniejszego ustalenia jego wspotrzednych.
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Rys. 5.3.2 Charakterystyczne maksima kumulant typu Lee-Kosterlitza U, (K,) dla a = s (lewy
wykres) i spindbw So  (prawy wykres) dla probek o roznych wartosciach L
wskazanych w legendach przy K;=0,157. Symbolami oznaczytam wyniki moich
eksperymentow komputerowych. Okolice minimoéw zostaty przyblizone wielomianem
4. stopnia dla precyzyjniejszego ustalenia jego wspotrzednych.

Na rysunku 5.3.4 poréwnatam wyniki ekstrapolowania do granicy termodynamicznej
odcigtych miniméw kumulant V, i maksiméw kumulant U, dla K;=0,1 (lewy wykres)
i Ks=0,157 (prawy wykres) dla spinéw S i iloczynéw So wskazanych w okienkach legend,
gdzie rowniez podalam rdéwnania linii dopasowanych metoda regresji liniowej. Wyniki
lokalizacji punktow przemian fazowych tymi dwiema metodami daja wartosci krytyczne K;

rdznigce si¢ nieznacznie na pigtym miejscu po przecinku
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Rys. 5.3.3 Wartoéci rzednych maksiméw kumulant typu Lee-Kosterlitza U 21 ixdla a=s

ekstrapolowane do granicy termodynamicznej dla wartosci
K4=0,157 (prawy wykres). Sposéb poprowadzenia przerywanych
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linii wyznaczajacych niepewno$¢ ekstrapolowanej warto§ci zostal omowiony

w tekscie podrozdziatlu 5.1.
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Rys. 5.3.4 Wartosci odcigtych miniméw kumulant typu Challi Vﬂni maksiméw kumulant typu

. max ., .. , .
Lee-Kosterlitza U, dla spinéw s i iloczynéw so, ekstrapolowane do granicy

termodynamicznej przy pomocy regresji liniowej (linie ciggte) dla wartosci K,=0,1
(lewy wykres) i K= 0,157 (prawy wykres). Sposob poprowadzenia przerywanych linii
wyznaczajacych niepewno$¢ ekstrapolowanej warto$ci zostat omdéwiony w teks$cie

podrozdziatu 5.1.

W tabeli 5.3.1 umiescitam warto$ci rzgdnych miniméw kumulanty typu Challi V.,

min

i maksiméw kumulanty typu Lee-Kosterlitza U ;“fox otrzymane w wyniku ekstrapolowania

prz

y pomocy regresji liniowej do

granicy

termodynamicznej  wyznaczonych

dla poszczegdlnych stopni swobody podanych w pierwszej kolumnie przy K, = 0,18. Poza

tym w tej samej tabeli znajduja si¢ odcigte tych minimow K? 0': I maksimow K; o dzieki

ktérym przy ustalonej stalej sprzezenia K4 zostat zlokalizowany punkt przemiany fazowe;.
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Uzyskane wartosci krytyczne stalej sprz¢zenia K, z wykorzystanie kumulant typu Challi

I Lee-Kosterlitza wykazujg bardzo dobrg zgodno$¢ w granicach niepewnosci.

Tab. 5.3.1 Odcigte KJ"™ i rzedne V4™ miniméw kumulant typu Challi oraz odcigte K3
irzgdne Ug[* maksimow kumulant typu Lee-Kosterlitza w granicy
termodynamicznej dla K, = 0,18. o opisane jest w pierwszej kolumnie tabeli. H

oznacza, ze energia z catego Hamiltonian byta wzigta do obliczen [60].

o V min szolclojé U max szaagg

s (lub o) 0,476(4) 0,145189(35) 1,128(2) 0,145192(28)
So 0,181(14) 0,145183(38) 1,283(4) 0,145187(25)
H 0.406(5) 0,155195(33) 1,169(4) 0,145187(33)
Cieplo przemiany wyznaczatam wykorzystujac ekstrapolowane do granicy

termodynamicznej rzedne warto$ci maksimow U, (K2) i podobng metodeg jak dla kumulant
typu Challi. Przyktad analiz dla kumulant Lee-Kosterlitza dla 16 < L < 32 przy stalej
sprz¢zenia K4 rownej 0,03, 0,06 i 0,09 przedstawitam na rysunku 5.3.5 [47]. Oszacowane
warto$ci maksimoéw kumulanty Us; w granicy termodynamicznej z wykorzystaniem regresji
liniowej dla stopni swobody s, co wynika ze wzoru (4.4.2), dla K4 = 0,03 wynosza
1,00027(8), dla K4 = 0,06 i 0,09 odpowiednio sg rowne 1,0048(15) i 1,0527(24). Widac
wyraznie liniowy charakter danych z mojego eksperymentu komputerowego MC, ale im

max
so0 !

wyzsza warto$¢ U czyli im wigcej ciepta przemiany, tym wickszy rozrzut statystyczny

wynikow 1 ich stupki niepewnosci. Nastepnie wyznaczytam E,_ przez przyréwnanie Ug”‘::

Z pierwszym czlonem wzoru (4.4.2) oraz E,+ na podstawie wykresu E,,(Kz) dla probki
0 skonczonych rozmiarach [4,14]. Chociaz takie obliczenia zmiany energii z E+ na E_
w granicy termodynamicznej podczas przemiany z fazy nieuporzadkowanej do fazy Baxtera
wydaja si¢ nieprecyzyjne to jednak umozliwiajg zarbwno obliczenie warto$ci Eq+ 1 Eq -, jak
i jakosciowa weryfikacj¢ polozenia tego skoku wartosci energii na tle przebiegu zaleznos$ci
Ea,L(K2). Wartos¢ tego oszacowania zwicksza fakt, ze tak obliczona warto$¢ E,_ jest
nieznacznie zalezna od dokfadnosci oszacowania E, . ktora zmienia si¢ tylko na miejscu
trzeciej cyfry znaczacej [4,14]. Wykorzystujac wartosci E,- 1Eq,+ we wzorze (4.5.4)
otrzymatam warto$¢ ciepta przemiany (w jednostkach kgT) dla @ = s, o, so lub H dla

poszczeg6lnych wartosci K4 wzdtuz linii APFy,.
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Tab. 5.3.2 Ciepto przemiany |, w jednostkach ksT dla stopni swobody « oznaczonych w pierwszej
kolumnie tabeli obliczone na podstawie kumulant podanych w pierwszym wierszu

w drugiej i trzeciej kolumnie dla K,=0,1.

Vo U,
ls (lub 1,) 0,0895(7) 0,091(16)
lso 0,0425(6) 0,0423(14)
ls + lo+ lso 0,2215(20) 0,224(46)
I 0,2215(12) 0,224(6)
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Rys. 5.3.5 Wartosci maksiméw kumulant typu Lee-Kosterlitza U™ ekstrapolowane do

granicy termodynamicznej dla « = s i dla statych wartosci K4 = 0,03, 0,06 oraz 0,09
reprezentowane s3 przez symbole wyjasnione w legendzie. Zalezno$ci sa
oznaczone prostymi liniami przerywanymi wyznaczonymi przy uzyciu regresji
liniowej. Symbol + we wstawce oznacza przyktadowy wynik tej ekstrapolacji dla
K, =10,03 [47].

Rowniez w przypadku kumulant typu Lee-Kosterlitza U,;" godna uwagi jest

zgodno$¢ wartoSci ciepla przemiany otrzymanego po zsumowaniu warto$ci dla
poszczegdlnych stopni swobody (czwarty wiersz tabeli 5.3.2) z wartoscig tego ciepla
otrzymanego dla catego Hamiltonianu przedstawiong w pigtym wierszu tabeli 5.3.2. Warto$ci
ciepta przemiany otrzymane z wykorzystaniem kumulant typu Challi i Lee-Kosterlitza

wykazuja bardzo dobrg zgodnos¢ w granicach niepewnosci.

5.4. Analiza histogramu rozkladu energii

Poniewaz w przedmiotowym ukladzie mam trzy zachowujace si¢ niezaleznie

parametry porzadku, jak objasnitam w podrozdziale 4.5, w moich eksperymentach
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komputerowych w odniesieniu do histogramu rozktadu energii wykorzystatam podejscie
analogiczne do zaproponowanego przez Musiata [4] w odniesieniu do kumulant typu Challi
[5] dla modelu AT. Metoda histogramu rozktadu energii oryginalnie zostata wprowadzona dla
uktadéw z jednym niezaleznym parametrem porzadku [3]. Hamiltonian 3W modelu AT

(2.4.1) jest suma trzech czlondéw, z ktorych kazdy przedstawia energi¢ oddziatywania
W obrebie jednego parametru porzadku: <S>,<6>,<SO‘>. Jak napisatam w podrozdziale 4.5, dla
celow tej analizy program oblicza niezaleznie wartosci P,_(Ea, ﬁ) oraz wielkosci
—In P,_(Ea,ﬂ), gdzie «a=S,0,So, czyli wybierajac dla E, poszczegolne czlony

hamiltonianu reprezentujace kolejno energie oddzialywania spinow s, o i ich iloczynu so,

a takze biorgc dla E_ caty hamiltonian przy krytycznej wartosci parametru K, precyzyjnie

wyznaczonej z analiz wykorzystujgcych kumulanty Qp, V. oraz U, przedstawionych
odpowiednio w podrozdziatach 5.1, 5.2 i 5.3 i podsumowanych w tabeli 5.3.1, dla zaloZzone]
warto$ci parametru Ka.

Zatem W niniejszej analizie wykorzystuje S$redniec temperaturowe energii E,
poszczegolnych czlondw hamiltonianu, jak rowniez Srednig temperaturowg energii dla catego
hamiltonianu (czyli energie wewnetrzng ukladu), ktore takze sg obliczane w moim
eksperymencie komputerowym. Pozwalajg one na wazny test: W przemianie fazowej
pierwszego rodzaju odpowiednie wartosci energii E. i E_ po stronie Stanow
nieuporzadkowanego iuporzadkowanego wyznaczone z analiz  wynikbw moich
eksperymentow MC w obrebie poszczegdlnych stopni swobody i calego hamiltonianu
powinny wypada¢ w gornym i dolnym rejonie charakterystycznego gwattownego skoku
$rednich warto$ci odpowiednich energii E, w funkcji K.

Przyktad takiej analizy uktadu z rozmiarem L = 28 jest pokazany na rysunku 5.4.1 dla
parametru K4 = 0,1 przy krytycznej wartosci K, c = 0,18381(6) (pionowa linia kropkowana),
tej samej dla kazdego z trzech parametrow porzadku, wyznaczonej przeze mnie [22] jako
warto$¢ krytyczna na podstawie analiz zachowania si¢ kumulant Bindera [8], a takze
kumulant typu Challi [5] i Lee-Kosterlitza [3]. Jak przedstawitam w podrozdziale 4.5,
maksima pikow prawdopodobienstwa P (E,f) powinny pojawiac si¢ przy wartosci energii
E.+(L) dla stanu nieuporzadkowanego oraz E_ (L) dla uporzadkowanego. Na rysunku 5.4.1
widzimy, ze istotnie te piki prawdopodobienstwa P_ wypadaja w gornym i dolnym rejonie
charakterystycznego gwaltownego skoku srednich wartosci zarowno energii En,2s z catego
hamiltonianu, jak rowniez energii E s, Z o = s (lub takiej samej dla o = o ze wzgledu na

symetri¢ hamiltonianu) czy so, w funkcji K,. Podobne przebiegi obserwujemy dla innych
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warto$ci parametru K4 wzdhuz linii APF, oraz FyF i Fy,G rozpatrywanych tutaj przemian
fazowych. Jedyng rdznicg jest to, ze w miar¢ zblizania si¢ do punktéw trojkrytycznych piki
prawdopodobienstwa zblizajg si¢ do siebie i stajg si¢ coraz bardziej symetryczne. Zatem dla
stabych przemian w poblizu punktéw trojkrytycznych te analizy sg coraz trudniejsze, do

czego wroce w dalszej czesci tego podrozdziatu.
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Rys. 5.4.1 Energia Ey 25 z catego hamiltonianu, jak rowniez energie E, 23, Z a = s (lub o), so,
w jednostkach ksT w funkcji K, dla 3W modelu AT z rozmiarem L = 28 dla
parametru K, = 0,1 przy krytycznej warto$ci K, c = 0,18381(6) po lewej stronie. Po
prawej odpowiednie prawdopodobienstwa P_. w funkcji tychze energii, ktore sa
objasnione w okienkach legendy [22].

W celu upewnienia si¢ co do prawidlowego przebiegu zaleznoSci
prawdopodobienstwa P, roéwniez w funkcji energii Ey2s z calego hamiltonianu oraz energii
Eu2s, Z a = s (lub o) i so, zilustrowalam je na rysunku 5.4.2 takze przy K, = 0,1, ale przy
roznych wartosciach stalej sprzezenia K; =0,1828 <K;c (stan nieuporzadkowany)
i K; =0,1848 > K, (stan uporzadkowany), dalekich od wartosci krytycznej, oraz dla
porownania przy K;=0,1838 bliskiej wartosci krytycznej. Widzimy, ze piki
prawdopodobienstwa przy K, = 0,1828 10,1848 pojawiaja si¢ zgodnie z oczekiwaniami,
odpowiednio w okolicach E ;28 + 1 E28, .

Innym waznym testem dla tej analizy jest sprawdzenie, czy suma wartosci ciepta
przemiany dla poszczegolnych parametréw porzadku jest rOwna cieptu przemiany catego
uktadu wyznaczonego z analizy z energia petnego hamiltonianu w granicach wyznaczonych
niepewnos$ci. W tym celu, zgodnie ze strategia nakre$§long w podrozdziale 4.5, program
oblicza rowniez wielkos¢ —In P, odpowiednio w funkcji energii Ey,. z calego hamiltonianu

oraz energii E, oddzialywania stopni swobody o = s, ¢ i ich iloczynu so dla uktadu
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0 réznych rozmiarach L. Moje obliczenia obejmowaly parzyste wartosci L ze wzgledu na
periodyczne warunki brzegowe zwykle w zakresie od 16 do 32. Tylko dla stabych przemian
fazowych w poblizu punktow trojkrytycznych A, F i G konieczne byty wigksze wartosci L do
38, co nawet przy zastosowaniu przetwarzania rownoleglego wymagalo tygodni obliczen dla

pojedynczego przebiegu naszego eksperymentu komputerowego.
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Rys. 5.4.2 Prawdopodobienstwa P w funkcji energii Ey s z catego hamiltonianu, jak rowniez
energii E 25, Z a = s (lub o) i so, w jednostkach kgT, objasnionych w okienkach
legendy dla 3W modelu AT z rozmiarem L = 16 dla K4 = 0,1 przy warto$ciach statej
sprzezenia K, = 0,1828 < K, po lewej, 0,1848 > K, w srodku i 0,1838 bliskiej K¢
po prawej.

,
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Rys. 5.4.3 Przebieg zaleznosci —In P (E) dla stopni swobody s z K, =0,1 przy krytycznej
wartosci K, = 0,18381(6). Wybrane wartosci L sg objasnione w okienku legendy
[18].

Rys. 5.4.3 [18] pokazuje przyktadowy przebieg zaleznosci —In P (E), tutaj
przedstawitam ja dla stopni swobody s z K4 = 0,1 przy krytycznej wartosci K, = 0,18381(6).
Dla moich analiz potrzebne jest jedynie mozliwie najbardziej doktadne ustalenie potozenia

obydwu miniméw, ktére stanowig wartosci energii E, + dla stanu nieuporzadkowanego

(prawe minimum) oraz E, . dla uporzadkowanego (lewe minimum), omdwionych
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w podrozdziale 4.5. W celu zwigkszenia precyzji wyznaczenia tych miniméw w ich poblizu
funkcj¢ przyblizam gladkg krzywa uzywajac regresji trzeciego stopnia. Odcinki tak
przyblizone gladkimi krzywymi zaznaczytam na tym rysunku linig ciagla. W ten sposob
wyznaczalam wartosci E,| + oraz E, _ dla zalezno$ci —In P w funkcji energii Ep,. z calego
hamiltonianu oraz energii E, . oddziatywania stopni swobody a = s, o i so. Rys. 5.4.4 [22]
ilustruje wyniki tych analiz oznaczone symbolami objasnionymi w okienku legendy, ktore
zgodnie ze wzorem (4.5.3) w funkcji L2 przeskalowuja sic odpowiednio do przestrzennych
warto$ci E+ 1 E_, dlatego poszczegdlne linie ekstrapolowatam do granicy termodynamicznej

przy pomocy regresji liniowej.
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Rys. 5.4.4 Wartosci E.(L) (gérne linie) oraz E (L) (dolne linie) otrzymane dla uktadu
0 skonczonych rozmiarach L dla stopni swobody wyjasnionych w okienku
legendy. Poszczegodlne linie sg ekstrapolowane do granicy termodynamiczne;j
przy pomocy regresji liniowej [22].

Dysponujac tymi wynikami sprawdzam, czy ciepto przemiany |, obliczone ze wzoru
(4.5.4) dla energii catego uktadu (a = H) oraz dla energii oddziatywania wszystkich stopni
swobody uktadu z & = s, oiich iloczynu so;, wykazujacych niezalezne uporzadkowanie, czyli
dla energii kazdego z trzech cztonow hamiltonianu (2.4.1) osobno, dajg spdjne wyniki. Sg one
zebrane w tabelach 5.5.1 i 5.5.2, gdzie dla porownania dodatkowo zestawitam rezultaty
uzyskane z niezaleznych analiz zachowania si¢ kumulant V. oraz U,, odpowiednio

W podrozdziatach 5.2 15.3.
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Tabela 5.5.1 Zestawienie wartosci ciepta przemiany |, w jednostkach ksT dla stopni swobody
wyjasnionych w drugim wierszu tabeli, przy stalej sprzezenia K, = 0,1
wyznaczone réznymi metodami.

Stopnie swobody
Metoda :
s (lub o) so s+o+so | Wszystkie
(caly H)
kumulant V. 0,0895(7) | 0,0425(6) | 0,2215(20) | 0,2215(12)
kumulant U, 0,091(16) | 0,0423(14) | 0,224(33) | 0,224(6)
analiza minimow —InP(E) 0,0891(10) | 0,0423(6) | 0,2205 (24) | 0,2202(18)

Tabela 5.5.2 Zestawienie wartosci ciepta przemiany |, w jednostkach kg T dla stopni swobody
wyjasnionych w drugim wierszu tabeli, przy statej sprzezenia K, = 0,18

wyznaczone réznymi metodami [60].

Stopnie swobody
Metoda wszystkie
s (lub o) So S+ o+so
(caly H)
kumulant V. 0,09477(3) | 0,1283(12) | 0,3178(18) |0,3178(12)
kumulant U 0,0941(15) |0,1292(7) | 0,3174(17) |0,3172(26)
analiza minimow —InP(E) 0,0935(8) 0,1289(10) | 0,3159 (26) | 0,3145(13)

Na podstawie uzyskanych wynikow mozna stwierdzi¢, ze suma wktadow |, do ciepta
przemiany od poszczegolnych parametrow porzadku () jest rowna cieptu przemiany catego
uktfadu obliczonemu z wykorzystaniem petnego hamiltonianu ly. Ten warunek jest spetniony
w kazdym przypadku dla obliczonego ciepta przemiany zaréwno na podstawie analiz
zachowania kumulant typu Challi i Lee-Kosterlitza, jak i przy niezaleznej analizie
wykorzystujacej histogram rozkladu energii wewnetrzne;.

Nalezy zauwazy¢, ze analizy histogramu rozktadu energii wewngtrznej mogtam uzy¢
tylko dla odpowiednio silnych przemian fazowych pierwszego rodzaju, dla ktorych wyniki
ciepta przemiany uzyskane z wykorzystaniem kumulant typu Challi i Lee-Kosterlitza s3 mniej
dokladne, ale s3 spOjne w granicach niepewnosci z cieptem uzyskanym na podstawie
histogramu energii. W rejonie stabych przemian fazowych pierwszego rodzaju, gdzie
obliczenia z uzyciem histogramu rozkladu energii wymagaja zbyt duzych ukladow, by

obliczenia mogly by¢ wykonane w realnym czasie na dostepnych nam multikomputerach, ze
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wzgledu na mniejsze ilosci ciepla przemiany otrzymuj¢ mniejszy rozrzut wynikow i mniejsze
niepewnosci, ktore dzigki temu sg pordéwnywalne z otrzymanymi z analiz z wykorzystaniem
histogramu.

W punkcie A, w ktorym model AT redukuje si¢ do modelu Isinga z oddziatywaniem
ferromagnetycznym ograniczonym tylko do najblizszych sgsiadéw, przemiany zmieniaja
swoja postac¢ z przemian pierwszego rodzaju na ciagle. Poza tym przy zblizaniu si¢ do punktu
A od strony dodatnich K4 wzdhuz linii AP przemiany fazowe pierwszego rodzaju zmieniajg
si¢ z silnych na dowolnie stabe. W punkcie P zwanym punktem Pottsa (K4 = K, = 0,157154(4)
[7], w ktorym model AT redukuje si¢ do czterostanowego modelu Pottsa) w 3W modelu AT
ciepto przemiany catego ukladu ma najwigksza wartos¢, co ilustruje rys. 5.4.5, na ktérym
pozycje punktu Pottsa wskazuje pionowa kropkowana linia. W 2W modelu AT punkt Pottsa
nie tylko jest punktem bifurkacji, ale jest rowniez poczatkiem ciekawej linii ciggltych
przemian fazowych, wzdtuz ktorej w sposob ciagly zmieniaja si¢ wykladniki krytyczne, po
raz pierwszy pokazanej w pracy [13]. Moje wyniki pozwolity mi okresli¢ rolg punktu Pottsa
w 3W modelu AT: jest to punkt, w ktérym ten uktad wykazuje najwicksze ciepto przemiany

fazowej pierwszego rodzaju.
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Rys. 5.4.5 Zalezno$ci warto$ci ciepta przemiany I, w jednostkach ksT od wartosci stalej
sprzg¢zenia wartosci K4 wzdtuz linii APF,, F,F, F,G pokazanych na rys. 2.4.1 dla
stopni swobody « wyjasnionych w okienku legendy, gdzie najnizsza pozycja
oznacza, ze suma ciepta przemiany otrzymanego dla « = s, o iSo jest rowna
temu cieptu dla catego ukladu obliczonego z wykorzystaniem peinego
Hamiltonianu (1). Stupki btedow sa rzedu wielkosci symboli. Kropkowana
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pionowa linia wskazuje pozycje¢ punktu Pottsa, a pionowa linia kropkowano-
przerywana pokazuje potozenie punktu bifurkacji Fy [61].
Moje wyniki sg zgodne z wynikami dla pigciu punktow z Ku/K; = 0,3, 0,5, 0,6, 0,8,
1,0 otrzymanymi przez Arnolda i Zhanga [7] wzdluz linii AP. Natomiast pionowa linia
kropkowano-przerywana na rys. 5.4.5 pokazuje potozenie punktu bifurkacji Fy. gdzie ciepto
przemiany ma wcigz stosunkowo duza warto$¢, rowniez dla iloczynu so. W ten sposéb wyniki
moich systematycznych i starannych analiz wzdtuz linii APFy, FpF, FyG potwierdzaja wniosek
Musiala [4], ze punkt Fy, nie jest punktem trojkrytycznym dla parametru porzadku (so), jak to
stwierdzili w swoich pracach Ditzian 1 wspdtpracownicy [10] oraz Arnold 1 Zhang [7]. Cieplo
przemiany maleje stopniowo wzdhiz linii FyF osiggajac zero w punkcie tréjkrytycznym F dla
parametru porzadku (so) oraz wzdhiz linii F,G osiggajac zero w punkcie trojkrytycznym G

dla parametru porzadku (s) (lub (o), co wynika z symetrii hamiltonianu (2.4.2)).

5.5. Analiza uzyskanych wynikow i wnioski

Wypracowane pod kierunkiem mojego promotora i zastosowane przeze mnie metody
badan oparte na analizie zachowania szeregu wielkos$ci, jak namagnesowanie, kumulant typu
Bindera, Challi i Lee-Kosterlitza (ktory do programu wprowadzit Z. Wojtkowiak, a takze
powtorzyt cz¢s¢ moich obliczen gldwnie dla zweryfikowania poprawnosci jego dziatania), jak
tez energii wewnetrznej i jej histogramu, zostaly starannie sprawdzone i mogg by¢ uzyte do
analiz przemian fazowych pierwszego rodzaju w ztozonych uktadach z wieloma parametrami
porzadku wykazujacymi niezalezne uporzadkowanie. Wzor (4.3.3) zostat wyprowadzony dla
silnych przemian fazowych pierwszego rodzaju i dlatego do obliczenia ciepta przemiany dla
stabych przemian fazowych pierwszego rodzaju, szczegdlnie w poblizu trojkrytycznego
punktu A od strony dodatnich K4, stosowatam przyblizenie Challi (4.3.2), ktore postrzegatam
jako alternatywe do wzoru (4.3.3) dla przemian stabych. Jednak moje analizy wykazaty, ze
chociaz wzor (4.3.3) byt wyprowadzony dla silnych przemian fazowych pierwszego rodzaju,
to dla 3W modelu AT daje on prawidtowe wyniki zarowno dla silnych, jak i stabych przemian
fazowych pierwszego rodzaju, w szczegdlnosci zgodne z wynikami uzyskanymi na podstawie
przyblizenia Challi dla dowolnie stabej przemiany fazowej w bliskim sasiedztwie
trojkrytycznego punktu A od strony dodatnich wartosci statej sprzgzenia Ka.

Wyniki moich komputerowych eksperymentéw pokazuja, Zze im mniej ciepta
przemiany, tym bardziej symetryczne szczyty histogramu energii wewnetrznej, zgodnie
Z podstawowym zalozeniem Challi i1 in.,, Ze prawdopodobienstwo rozktadu mozna

aproksymowa¢ kombinacja liniowa dwoch rozkladow Gaussa (gaussianéw) o rownych
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wagach. Jednakze im silniejsze przemiany fazowe, tym wigkszy obszar pod szczytem
prawdopodobienstwa po uporzadkowanej ferromagnetycznie stronie fazy, co uzasadnia
bardziej ogbélne zalozenie Lee i Kosterlitza, ze wagi powinny by¢ réozne w tej kombinacji.
Whiosek o szerszej stosowalnosci wzoru wyprowadzonego przez Lee i Kosterlitza (4.3.3)
wspiera fakt, ze rownanie (4.3.3) uzyskali niezaleznie rowniez Borgs, Kotecky i Miracle-Sole
[43], ktorzy uczynili to przy duzo ogdlniejszych zatozeniach.

Warto tez podkresli¢ tutaj, ze chociaz im slabsza przemiana fazowa, tym piki
prawdopodobienstwa leza blizej siebie, ale ich analiza jest mozliwa przy odpowiednio duzych
rozmiarach systemu L. Przy umiarkowanych wartosciach L analizy z wykorzystaniem
kumulant dla K; = 0,03 wykazaly warto$¢ ciepta przemiany dla stopni swobody
a = s w jednostkach kgT tylko 0,0058(21), a dla K; = 0,01 warto$¢ 0,0016(55), ktora jest

réwna zero w granicach niepewnosci [22].
Odcicte K;|' minimoéw zaleznosci Vi (K») i odcigte K, maksiméw zaleznosci

U,L(K2) przy stalej wartoSci stalej sprzezenia K; rowniez sg liniowo skorelowane z L3

[3,4,5,14]. Skalujac pozycje tych ekstreméw do ich granic termodynamicznych ustalitam

odpowiednio wartosci K i K;%, ktore daty mozliwosé dokladniejszego zlokalizowania

min

punktu przemiany fazowej, czyli krytycznej wartosci Ko. WartosciK;, , K%, jak i krytyczne

warto$ci Ky okreslone na podstawie zaleznosci Q. (K2) sa zgodne w granicach niepewnos$ci

przy okre$lonej warto$ci K4 dla catych linii APF,, FpF oraz F,G na diagramie fazowym

pokazanym na rys. 2.4.1. Jako K,. oznaczam obliczong warto$¢ Srednia ze wszystkich

max

krytycznych warto$ci K;“;'j i K, dlaustalonego Ka.

Po wystarczajaco precyzyjnym zlokalizowaniu punktoéw przemian fazowych za
pomoca niezaleznych analiz zalezno$ci trzech réznych kumulant Q, V i U od stalej sprzezenia
K, dla ustalonej wartosci K4 mogltam wykorzysta¢ histogram rozktadu energii wewngtrznej
jako inng niezalezng metod¢. Dla wystarczajaco silnej przemiany fazowej pierwszego
rodzaju, uzyskalam calkowicie niezalezne potwierdzenie poprawnosci i1 zwigkszong
dokladno$¢ moich wynikow dzigki analizie histogramu rozkladu energii wewngtrzne]
[3,18,44] dla & = s, o; So, a takze H. Rowniez tutaj H oznacza, ze przyjetam caty hamiltonian
(okreslony w rownaniu (2.4.2)) jako energi¢, nie tylko energi¢ oddziatywania jej
poszczegolnych stopni swobody. Dla wszystkich parametréw porzadku mozna zaobserwowaé

dwa rézne piki prawdopodobienstwa P, 0dpowiadajace energii E, - i E,+ odpowiednio
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dla stanow uporzadkowanego i nieuporzadkowanego. Dokiadne lokalizowanie punktu
przemiany fazowej jest kluczowe dla tej metody [3].

Te dwa piki prawdopodobienstwa P, odpowiadajg minimom funkcji —InP, (E.L)
[3]. Najpierw okreslitam wartosci energii odpowiadajace nizszemu minimum E, - tej funkcji
dla stanu uporzadkowanego i géornemu minimum E, + dla stanu nieuporzadkowanego dla
wszystkich trzech parametréow porzadku (@) wyszczegdlnionych w poprzednim akapicie dla

skonczonego systemu o rozmiarze L. Rysunek 5.4.4 przedstawia wyniki moich analiz dla

energii EJ\" (dolne linie) i E)"

L. (gorne linie) w jednostkach kgT dla energii oddziatywania
stopni swobody « =s (te same wyniki uzyskuje si¢ dla a = o dzigki symetrii hamiltonianu
(2.4.2)), dla iloczynu so i dla calego hamiltonianu osobno, wyjasnione w legendzie, dla
systemu o réznym rozmiarze 16<L <30 w punkcie krytycznym K;=0,1 i Kyc =
0,18381(6).

Warto$ci Eqr- i EqLs+ W funkcji L™? skaluja sie liniowo do odpowiednich wartosci
Eo-1Eq+ [3,14,18]. Zgadza si¢ to z teoretycznym wyprowadzeniem zaleznosci pozycji tych
miniméw od 1/ L% *w artykule Lee i Kosterlitza [3], gdzie d jest wymiarem ukladu. Wynika
to z ich rownania (2.3), na ktore ci autorzy wskazujg bezposrednio opisujgc wyniki na swoim
rysunku 3 na stronie 3270. Nalezy zauwazy¢, ze wyniki dla ciepta przemiany uzyskane
z zaleznosci pozycji tych miniméw od 1/ L3 to znaczy od 1/ L® wyprowadzone w artykule
Billoire, Neuhaus iBerg [45], jak rowniez od 1/L', roznia si¢ istotnie od wynikow
uzyskanych na podstawie kumulant V i U, ich shupki niepewnos$ci sg rozigczne. Dlatego
poszczegblne linie na rysunku 5.4.4 zostaly ckstrapolowane do ich granic
termodynamicznych za pomoca regresji liniowej w funkcji L2 Przyktadowo dla stalej
sprzezenia Kz =0,12 otrzymatam wartosci Es. = 0,0900(6) iEs+ = 0,2024(4), a po
podstawieniu ich do roéwnania (4.5.4) cieplo przemiany wyniosto Isp=0,1124(10)
w jednostkach kgT [47]. Indeks P wskazuje, ze warto$¢ ciepta przemiany uzyskalam na
podstawie zaleznosci -InP,(E,L). Oczywiscie wyniki |, p dla stopni swobody o sa takie
same ze wzgledu na symetri¢ hamiltonianu (2.4.2). Podobnie Es,. = 0,0921(6),
Eso+=0,16377(12) ilssp = 0,0717(7). W ten sposob obliczytam wkiad w ciepto przemiany
wszystkich trzech parametrow porzadku.

Dwie gorne linie na rysunku 5.4.4 pokazuja wyniki dla calo$ci uktadu uzyskane
z wykorzystaniem energii calego hamiltonianu (2.4.2), co po ekstrapolacji do granicy
termodynamicznej dla K, = 0,12 dalo E4-=0,27108(36) i En+=0,56959(24). W ten sposob
za pomoca rownania (4.5.4) znalazlam cieplo przemiany calego systemu z najwyzsza
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doktadnoscig Inp =0,2985(6). Dla mojego systemu wazne bylo, aby sprawdzi¢ czy lsum
wkladow |, do ciepta przemiany od indywidualnych parametréw porzadku (a) jest rowna Iy
W granicach niepewno$ci pomiarowych na catej linii APFy,.

Oczywiscie warunek ten jest spetniony réwniez w przypadku ciepla przemiany
obliczonego na podstawie analiz zachowania kumulant V i U. Na przyktad dla K, =0,12

wartosé UM =U™ =1183(12) daje lsy = l,u=01143(23), a dia U™ =1084(5)

SG,00
otrzymatam ls,y = 0,0713(15), zatem lgmu=0,2999(61), co w granicach niepewnosci jest

zgodne zlyyu=0,2997(27) wuzyskanym na podstawie Umaxn = 1,146(4). Podobnie
V;”;“ :Vc’f“j: =0,380(6) daje Ilsy=1,vy=0,1130(14), a dla YA =0,546(6) jest

56,00
lsov = 0,0712(16) i stad lsymy = 0,2972(44), co w granicach niepewnosci pomiarowych zgadza
sie z lyy=0,2976(20) otrzymanym z VH”?LT =0,449(5).

Dla silnych przemian fazowych wyniki |,y i l,u sa mniej dokladne, ale spdjne
W granicach niepewnosci pomiarowych z cieptem przemiany l,p otrzymanym na podstawie
histogramu energii. Nalezy jednak pamigtac, ze analiza histogramu energii, ktorej uzywatam
zostata wyprowadzona dla silnych przejs¢ fazowych pierwszego rodzaju. Dlatego dla
K4 <0,06 i K4> 0,195 dwa minima zaleznos$ci -InP, (E,L) staja si¢ rozdzielone przy zbyt
duzych warto$ciach rozmiaru uktadu L do uzyskania wynikéw w rozsagdnym czasie. Jednak ze
wzgledu na mniejszg ilo$¢ ciepta przemiany w tych zakresach wartosci K4, moje wyniki I, v
il,u otrzymane na podstawie kumulant V i U maja porownywalne shupki niepewnosci,
zgodnie z oczekiwaniami.

Ta cecha jest niezbedna do analiz w poblizu punktu A na rysunku 2.4.1, gdzie model
AT redukuje si¢ do modelu Isinga z oddziatywaniem ferromagnetycznym ograniczonym tylko
do najblizszych sgsiadow. Zatem tutaj przemiany fazowe zmieniaja swodj charakter
z pierwszego rodzaju na ciggle. Interesujacy jest fakt wystepowania arbitralnie stabych
przemian fazowych pierwszego rodzaju podczas zblizania si¢ do punktu A, co zostalo
zasygnalizowane w pracy Arnolda i Zhanga [7], jednak moje wyniki demonstrujg to
bezposrednio.

Rysunek 5.4.5 ilustruje wartosci ciepta przemiany dla przemian fazowych wzdtuz
linii APF,. Kropkowano-przerywana pionowa linia wskazuje punkt bifurkacji Fp przy
K;=10,190(1) i K;=0,13947(4), ktorego potozenie udokladnitam zmniejszajac niepewnosc
dla wartosci K4 w stosunku do podanej w pracy Musiata [4]. Linia ta pokazuje, ze nie tylko

cieplo przemiany Iy i ls, ale takze ls, w punkcie F, pozostaja znaczaco rozne od 0. Zatem
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punkt trojkrytyczny F dla parametru porzadku (So) nie jest punktem bifurkacji, jak stwierdzili
autorzy prac [7] 1[10], ale jest znaczaco przesunicty w prawo i ma wspohrzedne K4 =0,198(1)
1 K2=0,12816(5), gdzie réwniez udokladnitam niepewnos¢ wartosci Ks w stosunku do
wynikow pracy [4]. Podobnie precyzyjniej w stosunku do wynikow pracy [4] ustalitam
pozycje Ks=0,202(1) i K;=0,13295(4) punktu trojkrytycznego G dla przemian pomig¢dzy
fazami ferromagnetyczng a paramagnetyczng dla parametru porzadku (s) (lub (o)).

Natomiast kropkowana pionowa linia wskazuje pozycje¢ punktu Pottsa, ktory w 2W
modelu AT jest punktem bifurkacji. Rysunek 5.4.5 wskazuje rol¢ punktu Pottsa w 3W modelu
AT przy Ks=K;=0,157154(4) [7], w ktorym to cieplo przemiany calego ukladu ma
najwyzszg warto$¢ Iy =0,3657(12), natomiast warto$¢ maksymalna Is=1,=0,1250(10)
wystepuje przy mniejszej wartosci K4 = 0,14(1), a wartos¢ maksymalna ls, = 0,1306(5) przy
wyzszej wartosci K4 = 0,17(1). Ustalone przeze mnie potozenie maksimum ciepla przemiany
l4 zgadza si¢ z pozycja punktu P precyzyjnie ustalong w pracy Arnolda i Zhanga [7].

Wiarygodno$¢ moich wynikow podnosi fakt, ze sa one w pelni zgodne z wynikami
uzyskanymi z uzyciem algorytmu klastrowego typu Wolffa [31] dla modelu AT
opracowanego przez Wojtkowiaka i Musiala. Ta weryfikacja jest istotna ze wzgledu na
obecno$¢ w 3W modelu AT stanéw metastabilnych i niestabilnych [3], ktore mogg by¢
problemem dla algorytmu Metropolisa, ktory generujac nowe konfiguracje rownowagowe
odwraca pojedyncze spiny. Wojtkowiak 1 Musial wypracowali tutaj najlepsza strategie
pozwalajgca uzyska¢ wyniki o porownywalnych niepewnosciach w krotszym czasie: algorytm
klasterowy typu Wolffa jest uzywany w regionie krytycznym, a Metropolisa poza nim [31].

Warto zauwazy¢, ze dla ujemnych wartosci K4 na diagramie fazowym na rysunku
2.4.1 pojawia si¢ efekt szerokiego przejscia typu crossover, ktory obejmuje catos$¢ linii
miedzy punktami trojkrytycznymi A i H [14] pokazanych na rysunku 2.4.1. Natomiast pytanie
o zachowanie nieuniwersalne tego modelu wzdtuz linii HK' [46,47], jak rowniez zbadanie
regionu obejmujacego granice mi¢dzy faza (so),r a Obszarem faz mieszanych (o) pozostaje

otwarte 1 wymaga dalszych badan.
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6. Zastosowanie symulacji komputerowych — aplikacja Ciggle przemiany

fazowe

Celem praktycznym przedmiotowej aplikacji jest wykorzystanie ideowo prostego
modelu Isinga do badania i wizualizacji zachowania si¢ uktadu w obszarze ciaglego przejicia
fazowego w skali mikroskopowej. Chociaz mozemy tu pokazaé tylko uktady o skonczonych,
stosunkowo matych rozmiarach, to jednak pozwala to zaobserwowaé fluktuacje o coraz
wiekszej skali, czyli zobrazowaé¢ podstawowy mechanizm tego przejscia. Aplikacja
umozliwia dowolnie mata zmiane temperatury w trakcie eksperymentu symulacyjnego, jak
tez przejscie od uporzadkowania ferromagnetycznego, poprzez nieporzadek, az do
uporzadkowania antyferromagnetycznego i na odwrot.

Moim celem bylo takze zainteresowanie miodziezy zagadnieniami fizycznymi
dotyczagcymi przemian fazowych, umotywowanie do ich poznawania oraz demonstracja
wlaczenia technologii informacyjnej w ksztalcenie fizyczne poprzez wykorzystanie programu
komputerowego Ciggle przemiany fazowe utworzonego w srodowisku programistycznym
Builder C++. Program ten umozliwia zademonstrowanie i wyjasnienie spontanicznego
uporzadkowania ferromagnetyka i antyferromagnetyka przy nieobecnosci zewnetrznego pola
magnetycznego, a przede wszystkim ich przejscie do fazy nieuporzadkowanej przy
podwyzszeniu temperatury, w ramach ideowo prostego modelu Isinga.

Zmieniajgc temperature probki, czyli K, mozna obserwowaé zmiany ustawienia
spinow. Mamy tutaj dwa konkurujace czynniki: oddziatywanie spinéw stara si¢ ustawic je
rownolegle (badz antyréwnolegle) wzglgdem siebie, a drgania termiczne staraja si¢ ten
porzadek niszczyé. Zatem gdy uktad mamy w stanie paramagnetycznym, to w wyniku
obnizania temperatury nastepuje stopniowe porzadkowanie spindw. W wyniku fluktuacji
pojawiaja si¢ zmienne obszary o zgodnym ustawieniu spinéw, takie mikrodomeny. Dalsze
zmniejszanie temperatury powoduje gwalttowny wzrost fluktuacji wielkosci tych
mikrodomen, az ferromagnetyk poczawszy od pewnej temperatury To, zwanej krytyczna,
spontanicznie staje si¢ jednag domena. W naszej symulacji ta sytuacja odpowiada prawie
wszystkim spinom niebieskim albo z6ltym na rysunku 6.1.1. Przy pomocy programu Ciggle
przemiany fazowe mozna takze zaobserwowal, ze z Kolei wzrost temperatury spowoduje
proces odwrotny: w wyniku wzrostu drgan termicznych w poblizu temperatury krytycznej
stopniowo rosng fluktuacje, az po jej przekroczeniu pojawia si¢ nieuporzadkowanie
momentéw magnetycznych. Kazda proba uporzadkowania niszczona jest przez drgania

termiczne, jak narys. 6.1.2.
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Ciagle preemiany (azowe @J
7

Rys.6.1.1 W niskich temperaturach dla Rys. 6.1.2. Ze wzrostem temperatury
T{To (tutaj K=0,9) ferromagnetyk dla T)) To (tutaj K=0,1) rosnie
ma uporzadkowane kierunki spinow, nieuporzagdkowanie momentow
staje si¢ jakby jedng domeng. magnetycznych.

Zatem zwickszenie temperatury powyzej wartosci krytycznej prowadzi do stanu,
w ktorym znika uporzadkowanie spontaniczne i ferromagnetyk zamienia si¢ w paramagnetyk.
Przejscie pomiedzy tymi fazami (przemiana fazowa) zachodzi w temperaturze krytycznej
zwanej temperaturg Curie To. W temperaturach wyzszych od Top probka ma momenty
magnetyczne skierowane przypadkowo. W naszym programie Ciggle przemiany fazowe
zmieniajac temperatur¢ mozemy obserwowac zaréwno lokalne uporzadkowanie spinow
W czasie fluktuacji, jak tez uporzadkowanie dalszego zasi¢gu, czy tez brak uporzadkowania,
wszystko w trakcie jednego eksperymentu komputerowego.

W oknie gléwnym programu, przedstawionym na rys. 6.1.3, zmiang¢ temperatury probki
uzyskujemy poprzez zmiang warto$ci wspotczynnika K, co jest takze mozliwe w trakcie
symulacji. W ferromagnetykach energia oddzialywania pary najblizszych sasiadow J jest
ujemna, czyli mamy K > 0, i w zwigzku z tym minimum energii catego ukfadu spindw w
stanie podstawowym osiagane jest, gdy wszystkie spiny (momenty magnetyczne atomow) sa
rownolegle do siebie i maja ten sam zwrot. W antyferromagnetyku mamy J > 0 (K < 0)
i minimum energii ukladu spindbw w stanie podstawowym wystepuje przy spinach
ustawionych antyrownolegle, czyli kierunki spindéw tez sa rownolegle, a zwroty par spinow

bedacych najblizszymi sagsiadami s przeciwne.
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Pk
- Parametry Preferowane uporzadkowanie ferromagnetyczne
Rozmiar sieci: 20 *Cala sie(':—| 7P°dsieé A— *Podsieé B
% G - l— Wartosci czastkowe Wartosci czastkowe \Wartosci czastkowe
WSpD{CZynmk K j 0,44 namagnesnwania spontanicznego 5 namagnesowania spontanicznegu 5 namagnesowania spontanicznego '
Tlose krokow dia uzyskania 0,8863530617 Al 0,876024543 Al 0,8971577342 Al
réwnowagi: 1000 0,7681694149 0,765 0,7719151508
0,6372560317 0,6379443549 0,6372330814
L 0,7606045293 0,7556000259 0,7661488106
Tlos¢ srednich czastkovych: 100 0,5818416881 0,5901110065 0,5744362454
; 0,7020055199 0,6975277772 0,7069816122
Coktdrykrok 0,7163677477 0,7175158535 0,7157932662
brany jest do obliczenia sredniej: 20 0,7356053629 0,7332373422 0,7384476962
Ilosé krokdw do = = =
obliczania srednich czastkowych: 100 :I :] :I
Srednie Srednie Srednie
namagnesowanie : |0,7269996733 namagnesowanie : |0,7259187145 namagnesowanie : |0,7286985591
Opdznienie (w sek.) : 0 ﬂ
S Niepewnost 0,0116135633 Niepewnosc 0,0110303611 Niepewnost 0,0122055776
v Wizualizacja
Postgp ©
Start | jus] | Zamknij

Rys. 6.1.3. Glowne okno aplikacji Ciggte przemiany fazowe.

Mozemy takze analizowa¢ zmiany Sredniego spontanicznego namagnesowania
probki ze zmiang temperatury. Jest to wprawdzie tylko namiastka rzeczywistego uktadu, gdyz
rozpatrujemy bardzo mate uktady w poréwnaniu z rozmiarami makroskopowych probek, ale
bardzo pogladowo pokazuje on mechanizm cigglej przemiany fazowej: poprzez fluktuacje
0 coraz wigkszej skali w miarg zblizania si¢ do Kc.

Stosujac aplikacje ,,Cigglte przemiany fazowe” na lekcji fizyki wykorzystujemy
zainteresowanie technologig informacyjng do realizacji konstruktywistycznego modelu
uczenia si¢, wedlug ktorego rozumienie nowego zjawiska wymaga aktywnosci uczniow,
cigglego tworzenia 1 dopasowywania hipotez 1 ich weryfikacji. To uczenie si¢ ze
zrozumieniem zaklada integracj¢ nowej wiedzy z catoscig wiedzy ucznia poprzez wiaczanie
nowych elementéw, poszerzaniu juz istniejacych, tworzeniu nowych relacji i korygowaniu
bledow. Nauczanie oparte na konstruktywizmie odbywa si¢ w kilku etapach, ktore

powinnismy uwzgledni¢ planujac lekcje:

Identyfikacja wiedzy ucznia na temat magnetycznych wlasnosci materii

A 4
Stworzenie sytuacji problemowej przez nauczyciela.

A 4

Formutowanie problemu i stawianie hipotez przez ucznia

l
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Dziatalno$¢ poznawcza ucznidow zwigzana z rozwigzaniem problemu -

zastosowanie programu komputerowego do rozwigzania problemu

A 4
Podsumowanie obserwacji i wykorzystanie zdobytej wiedzy do

rozwigzania problemu.

A 4

Identyfikacja aktualnej wiedzy uczniow na temat magnetycznych

wilasno$ci materii i jej porownanie ze stanem poprzednim.

Program Ciggle przemiany fazowe zostat stworzony w oparciu o metode Monte
Carlo ialgorytm Metropolisa, ktorych glebsze zrozumienie wymaga znajomosci podstaw
mechaniki statystycznej. Zatem podstawy jego dziatania moga by¢ trudne do zrozumienia dla
przecigtnego ucznia. Jednak mozna ten program potraktowac jako mikroskop, ktory widzi
tylko spiny. Przeciez nie kazdy musi zna¢ budowe i dzialanie mikroskopu, aby dobrze
interpretowa¢ wyniki obserwacji. Oglad magnetyka tym ,przyrzadem” ulatwi zrozumienie
wplywu temperatury na jego wlasno$ci magnetyczne, przy braku zewnetrznego pola
magnetycznego. Da rowniez pewien wglad w istote i mechanizm cigglej przemiany fazowej,
chociaz w symulacjach mamy uklady o skonczonych i1 stosunkowo matych rozmiarach,
a prawdziwy obraz mozna zobaczy¢ dopiero w granicy termodynamicznej. Analiza tego
problemu przy pomocy skalowania skonczenie rozmiarowego jest tu zdecydowanie
nadmiarowa.

Jednak warto zauwazy¢, ze rozmiar sieci rz¢du kilkadziesiat pozwala zaobserwowac
fluktuacje o rosngcej skali w miar¢ zblizania si¢ K do K¢, co obrazuje podstawowy
mechanizm cigglej przemiany fazowej. Zatem zmieniajac T lub J, czyli K, mamy mozliwo$¢
obserwacji zmiany lokalnego uporzadkowania spinow w czasie fluktuacji w obszarze
przemiany fazowej, jak tez tworzace si¢ spontanicznie uporzadkowanie dalszego zasiegu, czy
jego brak, wszystko w trakcie jednego eksperymentu komputerowego, ktory mozna

przeprowadzi¢ w warunkach szkolnych.
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Podsumowanie

Szczegdlowe podsumowanie i wnioski plynace z analizy wynikow moich
eksperymentow komputerowych w odniesieniu do linii APF,, FyF i FyG, udoktadnione
pozycje punktow trojkrytycznych F i G, jak tez punktu bifurkacji Fy i potwierdzenie pozycji
punktu Pottsa P na diagramie fazowym 3W modelu AT zilustrowanym na rysunku 2.4.1 sa
przedstawione w podrozdziale 5.5, a zastosowania symulacji komputerowych w edukacji
W rozdziale 6. Natomiast niniejszy rozdziat zawiera ogdlne podsumowanie osiggni¢¢ mojej
rozprawy doktorskie;.

Eksperyment komputerowy MC i metoda wypracowana przeze mnie pod kierunkiem
mojego promotora, ktéra opiera si¢ na analizach zachowania wielkosci, takich jak
namagnesowanie, trzy roézne rodzaje kumulant oraz energia wewngtrzna 1 jej histogram
zostaly przeze mnie doktadnie sprawdzone. Z powodzeniem moga by¢ stosowane do analizy
temperaturowych przemian fazowych pierwszego rodzaju nie tylko w uktadach ze stopniami
swobody typu Isinga z jednym niezaleznym parametrem porzadku, ale takze w ztozonych
systemach o wielu parametrach porzadku pokazujgcych indywidualne uporzadkowanie, jak
w modelu AT. Chociaz uzyskanie wszystkich wynikow z zalozong doktadnos$cig czterech cyfr
znaczgcych wymagato ponad tysigca uruchomien programu komputerowego to jednak zostaty
one otrzymane w rozsagdnym czasie, poniewaz w tym celu prowadzitam obliczenia gtownie na
probkach o rozmiarze L ponizej 40.

Wyniki moich eksperymentow komputerowych uzasadniajg takze fakt, ze chociaz
réwnanie (4.3.3), ktore okresla warto$¢ miniméw kumulant typu Challi V przeskalowang do
granicy termodynamicznej, zostalo wyprowadzone przez Lee-Kosterlitza [3] dla silnych
przemian fazowych pierwszego rodzaju, to daje ono poprawne wyniki dla obydwu, silnych
i stabych przemian fazowych, zgodne z bardziej rygorystycznym wyprowadzenie roéwnania
uzyskanym przez Borgs i in. [43], ktore wskazuje na mozliwos¢ jej zastosowania rowniez do
stabych przemian fazowych. Ten wniosek dotyczy rowniez roOwnania (4.4.2), ktore okresla
warto§¢ miniméw kumulant typu Lee-Kosterlitza U przeskalowang do granicy
termodynamicznej.

Ponadto moje wyniki ciepta przemiany |, p otrzymane z zaleznosci pozycji minimum
funkcji -InP, (Ex) od 1/L%" wyprowadzone przez Lee i Kosterlitza [3] sa zgodne
z wynikami ciepta l,v 1 l,u obliczonymi na podstawie kumulant V, i U, w granicach

niepewnosci. Podczas gdy lgp Otrzymane z zaleznosci pozycji tych miniméow od 1/L°
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wyprowadzone w pracy Billoire, Neuhaus i Berg [45] r6znig si¢ istotnie od gy 1 l4u, tO
znaczy, ze ich stupki niepewnosci s roziaczne.

Nalezy podkresli¢, ze znaczgco rozszerzylam zastosowanie metody Lee i Kosterlitza,
ktorzy zaproponowali jej stosowanie tylko do silnych przemian fazowych pierwszego rodzaju
i tylko w ukladach ze stopniami swobody typu Isinga z jednym niezaleznym parametrem
porzadku. Natomiast ja zbadatam szerokie spektrum przemian fazowych od arbitralnie
stabych do silnych, uzyskujac porownywalne niepewnosci pomiarowe wynikow w podobnym
czasie obliczen dla jednego z podstawowych modeli fizyki statystycznej, ktory jest uktadem
zlozonym o trzech parametrach porzadku wykazujacych indywidualne uporzadkowanie.

W moich eksperymentach komputerowych nie tylko wykorzystywatam standardowy
algorytm Metropolisa, ktory wykazuje spowolnienie krytyczne, ale takze ze wzgledu na
obecnos¢ standow metastabilnych i niestabilnych [55], wiarygodnos¢ uzyskanych przeze mnie
wynikow znaczgco podnosi fakt sprawdzenia ich przez Wojtkowiaka i Musiata, ktorzy w tym
celu wykorzystali skonstruowany przez siebie algorytm klastrowy typu Wolffa dostosowany
do modelu Ashkina-Tellera [31], w ktorym problem krytycznego spowolnienia praktycznie
nie istnieje.

Poniewaz badatam glownie przemiany fazowe pierwszego rodzaju, podczas ktorych
druga faza rozrasta si¢ obrebie pierwszej, dlatego testowo zwigkszatam liczbe MCS do 10°,
aby upewnic sie, ze wartosSci obliczonych wielkosci pozostajg takie same i tylko nieznacznie
zmniejszajg sie shupki ich niepewnos$ci. Stad wnioskuje, Zze stosowana przeze mnie liczba
MCS od 0,4 x 10° dla najmniejszych probek do 3,6 x 10° dla najwickszych L jest
wystarczajgca, aby podczas mojego eksperymentu komputerowego uktad wielokrotnie
tunelowat z jednej fazy do drugiej w obszarze przemiany fazowej pierwszego rodzaju.

Jezeli chodzi o zastosowania edukacyjne, to wprawdzie utworzenie i przetestowanie
programu Ciggle przemiany fazowe wymaga znajomos$ci podstaw mechaniki statystycznej
i zasad programowania, ktore mogg by¢ trudne do zrozumienia dla przecigtnego ucznia, to
jednak mozna ten program potraktowac jako mikroskop, ktory demonstruje zachowanie
spindw, kluczowych elementow do zrozumienia istoty magnetyzmu. Obserwowanie
zachowania si¢ magnetyka tym ,,przyrzadem” ulatwia zrozumienie wptywu temperatury na
jego wiasnosci magnetyczne, przy braku zewnetrznego pola magnetycznego. Daje rOwniez
pewien wglad w istote i mechanizm ciggtej przemiany fazowej typu porzadek-nieporzadek,
chociaz w symulacjach mamy uktady o skonczonych i stosunkowo matych rozmiarach,
a prawdziwy obraz mozna zobaczy¢ dopiero w granicy termodynamicznej. Oczywiscie

analiza tego problemu przy pomocy skalowania skonczenie rozmiarowego jest dla uczniow
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zdecydowanie nadmiarowa, ale rozmiar sieci rzgdu kilkadziesigt pozwala zaobserwowac
fluktuacje o rosnacej skali w miar¢ zblizania si¢ stalej sprzezenia K do wartosci krytycznej,
zmiany lokalnego uporzadkowania spindw w czasie fluktuacji w obszarze przemiany fazowej,
jak tez tworzace si¢ spontanicznie uporzadkowanie dalszego zasiggu, czy jego brak, CO
obrazuje podstawowy mechanizm cigglej przemiany fazowej. Takie eksperymenty
komputerowe mozna przeprowadza¢ w warunkach szkolnych na przecigtnym komputerze
osobistym, czy laptopie.

Na poczatku badania te prowadzitam pod kierunkiem mojego promotora (studia
doktoranckie rozpoczetam w 2005 roku, a otwarcie przewodu doktorskiego nastgpito
24.07.2009) rozwijajac metode, ktorej podstawy zostaly przez niego sformutowane w pracy
[4]. Zatem w momencie rozpoczgcia moich badan metoda ta byla oparta tylko o analizg
zachowania namagnesowania, kumulat Bindera Q oraz kumulant typu Challi V okre$lonych
wzorem (4.3.1) z wykorzystaniem wzoru (4.3.2), ktoérego ograniczone zastosowanie
przedyskutowatam w tej pracy. Po stwierdzeniu przeze mnie zalamywania si¢ analiz dla
silniejszych przemian fazowych wspolnie z promotorem do interpretacji tych wynikow
postanowiliSmy siegnag¢ do pracy Lee-Kosterlitza [3] adresowanej wiasnie do silnych
przemian fazowych. Zauwazylam zgodno$¢ wynikow tych drugich analiz z otrzymanymi na
podstawie wzoru (4.3.2), co pozwolito mi rozszerzy¢ stosowang metod¢ na przemiany fazowe
0 dowolnej ilosci ciepla przemiany. Badania byly rozciaggniete w czasie, gdyz caly czas
pracuje jako nauczyciel fizyki najpierw w Pleszewie, a potem w Kaliszu.

W 2013 roku do zespotu dofgczyt Zbigniew Wojtkowiak, ktéry rozpoczat studia
doktoranckie i prac¢ badawcza pod kierunkiem prof. G. Musiata. Z. Wojtkowiak zasadniczo
zajmuje si¢ innym obszarem przemian w 3W modelu Ashkina-Tellera z ujemnymi
wartosciami statej sprzezenia Ki, ale dodal on do naszego programu komputerowego
obliczanie warto$ci kumulant typu Lee-Kosterlitza U okreslonych wzorem (4.4.1), co
umozliwilo mi ich analiz¢ analogiczng do dotad wykorzystywanej przeze mnie dla kumulant
typu Challi, jednak z wykorzystaniem asymptotycznego wzoru (4.4.2) do ekstrapolacji tych
wynikow do granicy termodynamicznej. Sprawdzajac poprawno$¢ obliczen programu
z kumulatami U, Z. Wojtkowiak powtorzyt pewng cz¢$¢ moich wczesniejszych obliczen
i analiz, otrzymujac petng ich zgodnos$¢. Od tego czasu mogltam w swoich eksperymentach
komputerowych wykorzystywa¢ obydwa typy kumulant V i U. Po uzyskaniu zgodnos$ci
wynikow ciepta przemiany otrzymanych na bazie kumulant, pod kierunkiem mojego
promotora wprowadzitam do programu komputerowego obliczanie histogramu rozktadu

energii wewnetrznej, co bylo inng, niezalezng weryfikacja wczesniej otrzymanych wynikow,
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dodatkowo pozwalajaca naszemu zespolowi uzyskiwaé najbardziej doktadne wyniki dla
ciepta przemiany w obszarze silniejszych przemian, jak réwniez dodatkowe narzedzie do
okreslania charakteru przemian fazowych. W zasadzie juz po zakonczeniu obliczen do mojej
rozprawy doktorskiej, w 2020 roku Wojtkowiak i Musiat [31] zastosowali algorytm klastrowy
dla 3W modelu Ashkina-Tellera po raz pierwszy w literaturze przedmiotu, co umozliwito nam
zweryfikowanie zgodnos$ci wynikow, ktore wczesniej zostaly otrzymane z wykorzystaniem
algorytmu Metropolisa.

Zastosowania edukacyjne przygotowalam pod kierunkiem mojego promotora, strong
dydaktyczng konsultujac si¢ ze Stanistawem Dylakiem, profesorem z Zaktadu Pedeutologii
Wydzialu Studiow Edukacyjnych UAM. Natomiast samg aplikacj¢ pod moim kierunkiem
napisal Owczesny student kierunku Informatyka Stosowana na Wydziale Fizyki UAM
Krzysztof Golab.
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